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DES EGALITES ET DES INEGALITES

Egaliteés.
Définitions.

1. Deux nombres algébriques sont égaux, quand ils ont le méme
signe et la méme valeur absolue.

2. Lorsqu’on écrit qu’une expression algébrique A est égale 4 une
expression algébrique B, on a une relation qui s’appelle une égalité.
Ainsi, la relation

A=8B
est une égalité, A est le premier membre de cette égalité; B en est le
second membre.

3. On distingue deux sortes d’égalités : les identstés et les équations.

4. Une identité est une égalité qui est vraie quelles que soient les
valeurs attribuées aux lettres qui y figurent.

Exemple : L’égalité

at — bt = (@ — b)(a + b)
est une identité. :

Remarque. — La relation qui existe entre les données et le résultat
d’une opération algébrique est une identité.




8. Une équation est une égalité conditionnelle.

Elle doit, st cela est possible, se {ransformer en une identité quand
on donane certaines valeurs & des lettres parliculitres, qui sont ordinai-
rement X, Yy Byee

" Ces lettres sont dites les inconnues de I'éqaation, et les valeurs qu'il
faut leur attribuer pour transformer I'équation en une identité, ou
encore pour satisfaire & 1'équation, sont les racines de I'équation.

L’égalité

XrX—a= 0,
dans laquelle on impose & a 'obligation de transformer I'égalité en une
identité, est une équation. Le nombre a est évidemment une racine

de cette équation.
Une équation qui ne renferme qu une inconnue, est une équation

G une tnconnue.
Inégalités.
Définitions.
6. Une quaatité algébrique a est plus grande qu’une autre b, lorsque
la différence (a — b) est positive.
Conséquences :
1° Un‘nombre positif est plus grahd que zéro.
Le nombre + 3 est plus grand que zéro, car
C+3-0=+3.
20 Zéro est plus grand qu'un nombre négatif qixe]conqua.
_Zuo est plus grand que — 3 en eifet
0—(—3) =+ 3

3° Un nombre positif est d’autant plus grand (sens alfrébrlque) que
sa valeur absolue est plus grande (sens a.nthméhque)
‘" Le nombre + 3 est plus grand que le nombre + 3, pmsque .
+8—(+3)=+2 ‘

4* Un nombre négatif est d’autant plus grand (séns algébrique)
que sa valeur absolue est plus petite (sens arithmétique).
Le nombre — 3 est plus grand que le nombre — 8, car

—3=(-8)=+2
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-71. Lorsqu’une quanlité algébrique a est plus grande qu’unc autre b,
inversement, on dit que la quantité b est plus petite que la quantité a.

Remarque. — Dire que b est plus petit que a, c’est du‘e que la diffe-
rence b — a est négative.

8. Quand on éerit qu’'une expression algébrique A est, ou plus
grande, ou plus petite, qu'une expression algébrique B, on a une
relation qui s’appelle une inégalité.

Les relations

A>B o A<B
sont des inégalités. L’expression qui précéde le signe > ou lesigne <
est le premier membre de l'inégalité. Celle qm suit le signe en est le
second membre. .

9. Deux inégalités sont de méme sens, ou de sens corm aires, selon
que les signes d’inégalités sont les mémes ou sont différents.
Remarquons que les deux relations

A>B e B<A
out, par définition, la méme signification.,

10. On distingue deux sortes d'inégalités : les inidentités et les
inéquations.

14. Une inidentité est une inégalité qui est vraie quelles que soient
les valeurs atiribudes aux lettres qui y figurent.

L’inégalité
a*+ b* > at - b
est une inidentité. '

12. Une inéquation est une inégalité conditionnelle.

Elle doit, si cela est possible, se transformer en une inidentité
quand on donne certaines valeurs  des lettres particulitres, qui sont
ordinairement ¢, y,...

Ces lettres sont dites les inconnues de I'inéquation, et les valeurs
qu'il faut leur attribuer pour transformer I'inéquation en une inidentité,
ou encore pour sans/azre a l'inéquation, sont les solutions de l'ing-
quation.

L’inégalité '
& - .a > 0)

dans laqueile on impose & a: I'obligation de transformer linégalité en
une inidentité, est une inéquation.
1
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Un nombre quelconque plus grand que @ est évidemment une
golution de cette inéquation.
. Une inéquation qui ne renferme qu’une inconnue est une méquation
G une inconnue.

PRINCIPES RELATIFS AUX IDENTITES ET AUX INIDENTITES
Identités.

13. PrincipE. — Si l'on ajoute une méme quantité algébrique aux
deuax membres d'une identité, ou si Uon rétranche une méme quantité
algébrique des deux membres d'une identité, on a encore une identité,

Ce principe est évident.

14. Remarque. — Lorsqu'on fait passer un terme d'une identité
d’un membre dans I'autre, en changeant son signe, on a une nouvelle
identité ; car si T est le terme en question, I'opération revient 3 retran-
cher T des deux membres de I'identité.

15. PrincipE. — Si Uon multiplie ou divise par wne méme quanmc
algébrique les deuax membres d'une identité, on a encore une ‘dentité,

Ce principe est évident.

ArpricaTiON. — Soit I'identité évidente

b—c=(a—c) —(a—0).
On en déduit, en divisant les deux membres par le produit
b - c)a —c)a —b),

| 1
@—0@—-6 @-0b—0 G@—0ob-o9’

P'identité

d’ou
1 1

(a—b)(a—rc) + (b—a)b—c) + (¢ — a)(c —b) il

16. REMARQUE. — Lofsque, dans une identité, certains termes con-
tiennent des dénominateurs, en multipliant les deux membres par
une expression multiple de tous les dénominateurs, on a une nouvelie
identité qui ne contient plus de dénominateurs.

Par cette opération, on dit qu'on a chassé les dénominateurs.

17. PrixcipE. — St Uon éléve au carré les deux membres d'une identité,
on oblient une novvelle identité.
Ce principe est évident.
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Inidentités.

18. PrincipE. — Si l'on ajoule une méme quantité algébrique aux
deux membres d'une inidentité, ou si l'on retranche une méme quantité
algébrique des deuax membres d'une inidentité, on a encore une inidentité.

Il suffit de justifier ce principe quand on ajoute une méme quantité
car retrancher une quantilé revient A ajouter cette quantité prise en
signe contraire. ‘

1° Soit l'inidentité
A>B.
Par définition, nous avons
A-B>0,
d’oll, évidemment,
A+C~-B+C>0
et (6) .
A+fL>B+C
20 Soit I'inidentité
A <B,
Par définition, nous avons
B > A’
d’ou, d’apreés ce qui précéde, ‘
B+C>A+C,
¢'est-2-dire
‘ A+C<B+G

19. RemArQuE. — Quand on fait passer un terme d’une inidentité
d’'un membre dans Pautre, en changeant son signe, on retranche en
réalité une méme quantité des deux membres de I'inidentité, on a donc
encore une inidentité.

20. Prixciee. — Si l'on multiplie ou divise par une méme quantite
ulgébrique posiTIVE les deux membres d'une inidentilé, on a encore .
une inidentité. o

1t suffit de justifier ce principe quand on multiplie par une méme

quantité, car diviser par.m revient i multiplier par m' = i .

P
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Soit 'une ou l'autre des inidentités
>
AZ B.
Nous en tirons-les inidentités
>
A-BZ20,
d’'ol, si m est un facteur positif quelconque, les inidentités :
m(A — 8) z 0,
>
mA—mB<@
A z m B.

21. Princire. — St Von multiplie ou divise par une méme quantité

NEGATIVE les deuac membres d'une inidentilé et s1 L'ON CHANGE LE SENS de
Vinégalité, on a une nouvelle inidentité. ‘
Comme précédemment, on peut se borner & examiner lc cas de la

multiplication.
Soit 'une ou l'autre des inidentités
>
AZB.
Nous en tirons les inidentités
>
A-BZO
d’ou, si m est un facteur négatif quelconque, les inidentités :
m (A —B)S0,
mA —mB § 0,
mA<mB.
>

ArpLicaTION. — Soient les trois quantités algébriques a, b, ¢, que je
suppose rangées par ordre de grandeur croissante de la fagon suivante:

a<b<e.

Remarquant que les différences (¢ — b), (b — ¢), (@ — ¢) sont
négatives, et'partant de l'inidentité

L L a < b,

pous ca déduisons, en multipliant les deux membres par le facteur




- -
positif (b — c)(a — c), I'inidentité
a(b — c)(a —c) < b(b — c)a — ©)

v

ou
a*(b — ¢) — abe + ac* < b¥a — ¢) — abc + bet

et (19)
a*(b — ¢) + c¥a — b) < b¥a — ¢),
puis, divisant par le facteur négatif (@ — b)(b — c)(@ — c), I'inidenti'¢
a? c? > b2
(a — b)(a —c) + (b—c)a-c¢c)~ (b—c)a—0b)

ou bien
a? b ) c?
@—b@—0 (G—o0b—a  (c—bC—a)

22, Remarque. — Lorsque, dans une inidentité, certains termes con-
tiennent des dénominateurs, si 'on peut former une expression qui
soit multiple de tous les dénominateurs et dont on connaisse le signe,
Pun ou lautre des deux principes (20) et (21) permettra de chasser
les dénominateurs.

D’ailleurs, on pourra toujours appliquer le premier principe si I'on
réduit tous les termes au méme dénominateur et si 'on multiplic les
deux membres par le carré du dénominateur commun, quantité néces-
sairement positive.

23. PrixciPE. — 8¢ Uon éléve au carré les deux membres d'une
inidentité, on peut obtenir :

{° Une inidentité de méme sens.

Exemple: 5> —3 et 285> 9;

2 Une inidentité de sens contraire.

Exemple: 3> —8 et - 9<28;

3° Une identité.
Exemple: 3> —3 et 9= 0,

> 0.




DES EQUATIONS ET DES INEQUATIONS

A UNE INCONNUE

24. Dtrmurion. — On appelle variable indépendante, toute quantité
ilgébrique qui peut recevoir des valeurs arbilraires.

98. Considérons une expression algébrique contenant la variable
indépendante . '

La valeur de I’expression dépend de la valeur qui est donnée & a.
Pour cette raison, on dit qu’elle est une fonction de x, et on la repré-
sente par 'un des symboles

F(x), f (), o), ...

Si T’on donne & « la valeur connue a, la fonction, que je suppose
représentée par F(x), prend une valeur que I'on peut calculer, puisque
toutes les quantités qu’elle renferme sont alors connues.

Nous représenterons celte valeur par F(a).

Exemple : Si

F(x) = a* — 2ax + 2a?,
on a, par définition,
F(2) = a* — 2a¢ + 2a2.

De méme,

F(a) = a* — 2a* + 22* = a?,
F(0) = 2a2.

26. Quand on écrit une équation, on y regarde nécessairement les
inconnues comme arbitraires. Si nous ne considérons que des équations
4 une inconnue, x, cette inconnue est, provisoirement, une variable
indépendante dont les deux membres de ’équation sont des fonctions.

Ceci nous conduit & représenter symboliquement une équation a
une inconnue de la fagon suivante:

F(x) = f(x).
27. D’aprés une définition précédente, pour qu’un nombre o« soit
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racine de cette équation, il faut et il suffit que l’égahbé

Fo) = f(a)

soit une identité.

28. Des considérations analogues conduisent pour les inéqualions
4 une inconnue 4 la représentation symbolique

F(x) > f(x), oubien F(x) < f(x).

Ajoutons que pour qu’un nombre « soit solution d’une inéquation
ainsi représentée, il faut et il suffit que I'inégalité

. F(e) > f(x), ou bien F(x) < f(a)
soit une inidentité.

29. ReMarqQue. — Une équation peut avoir plusieurs racines.
Soit I'équation
O] x* — 2a* = ax.

Si I'on remplace ¢ par — a, I'équation devient I'identité
—a* = — a
Si 'on remplace o par 2a, 'équation devient I'identité
2a* = 2a%.
L’équation (1) admet donc au moins les deux racines
—a et 2a.

30. Remarque. — Une inéquation peut avoir une infinité de solutions.

Soit I'inéquation .

Q) x* > a.

On constate facilement que tous les nombres dont la valeur absolue
est supérieure & celle de @ transforment I'inéquation en une inidentité,
c’est-a-dire satisfont & I'inéquation.

L’inéquation (1) a donc une infinité de solutions.

31. Remarque. — Nous emploierons spécialement le mot racine pour
désigner un nombre qui satisfait & une équation, et le mot solution
pour désigner celui qui satisfait & une inéquation.

32. Dgrinitions. — Deux équations (ou deux inéquations) sont
équivalentes lorsqu’elles admettent les mémes racines (ou les mémes
solutions),

e e e A A e ek ata 5 Bk BT L a2 B

A

S S0 P LS
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Résoudre une équation (ou une inéquation), c’est en chercher les
racines (ou les solutions).

33. REMARQUE. — I] est évident que, dans la résolution d’une équation
(ou d’'une inéquation), on peut remplacer cette équation (ou celte
inéquation) par une autre équivalente.

EQUIVALENCE DES EQUATIONS

34. TutoriME. — Si l'on ajoute une méme quantité aux deux membres
d’une équation, ou si l'on retranche une méme quantité des deux membres

d'une équation, on obtient une équation équivalente. :
Je puis ne considérer que le cas de I'addition, car retrancher unc

quantité, c’est ajouler cette quantité prise en signe contraire.
Je dis que les deux équations
)] f(x) = f'(x)
® /(@) + ¢(x) = ') + ()
sont équivalentes.
1° Soit « une racine de I'équation (1).
Légalite @ =
est alors une identité. On déduit de 14 (13) l'identitd
f(@) + ¢(x) = f(2) + ¢(a),
Jui prouve que le nombre « est une racine de I'équation (2).
2° Soit « une racine de I’équation (2).
L’égalité
f(@) + ¢(x) = f'(2) + ¢()
est une identité. On en déduit (13) I'identité
f@) = f'(a),
et le nombre « cst une racine de I'équation (1).
Conclusion : Les équations (1) et (2), ayant les mémes racines, sont
équivalentes.

35. ReMarQue. — Nous avons supposé qu’on ajoutait une fonction
de 2. Le raisonnement subsiste quand on ajoute une quantité¢ indé-
oendante de .
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36. CoroLLAlRe. — Si l'on fait passer un terme d'une. equation
d'un membre dans 'aulre, EN CHANGEANT SON SIGNE, on oblient une
équalion équivalente. ‘

En effet, I'opération revient 3 retrancher des deux membres le
terme en question. ‘

Exemple : Les deux équations

a.:’ — 2 = ax,
x? — ax = 2a?
sont équivalentes,

37. CoroLLAIRE, — I est toujours possible de trouver une équation

de la forme
Flx) =0

équivalente @ une équation de la forme
f@) = f'(x).

Il suffit de faire passer- tous les termes du second membre dans
le premier, en changeant les signes de chacun d’eux.
La nouvelle équation est

f@@) — f'(x) = 0.
Si 'on désigne la différence f(x) — f'(x) par F(x), elle s’écrit
F(x) = 0. '
Exemple : Les deux équations

x* = 2a* + aw,
x* —ax — 2a* =0
sont équivalentes.

38. TnforkME. — Lorsqu'on multiplie ou divise les deuax membres
d'une équation par une méme quantité qui ne contient pas linconnue et
qui n’est NI NULLE, NI INFINIE, on @ une équation équivalente.

Je puis ne considérer que le cas de la multiplication, ear diviser

par une certaine quantité m, c’est multiplier par son inverse '-:-
Soit I'équation |
1) f@) = f" ().

Posons
F@) = f(@) — ().
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/équation
Flx)=0
équivalente (37) & ’équation (1).
)ésignons par M la quantité par laquelle on multiplie les deux mem-
3 de I'équation (1). Aprés cette multiplication, on obtient I'équation

). M = f@). M
est équivalente (37) & I'équation
F(x). M = 0.
lous nous proposons de démontrer que, si la quantité M. n'est ni
le, ni infinie, les équations (1) et (3) sont équivalentes.
| suffit d’établir I'équivalence des équations (2) et (4).

'bservons que si I'on donne & « une certaine valeur, la quantité M
ne contient pas a ne change pas.

° Soit « une racine de I'équation (2).
’égalité
F(a) = 0
une identité. Comme le nombre M n’est pas infini et que F(x) est
, le produit F(«).M est lui-méme nul. L’égalité
F@). M=0
donc une identité, et le nombre « est une racine de I'équation (4).
> Soit « une racine de 'équation ().
’égalité
F)M=0 .
ane identité. Comme le nombre M n’est pas nul et que le produit
1. M Pest, il faut que F(«) soit nul, c’est-a-dire que 'on ait I'identité
F(o) = 0,
3 nombre « est racine de I'équation (2).

onclusion : Les équations (2) et (4) admettent les mémes racines.
s sont équivalentes, ainsi que les équations (1) et (3).

PLICATIONS. — Soit 'équation
ax?® + b +c¢ =0,

8 laquelle je suppose que a soit fini et différent de zéro.
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Cette équation est équivalente

b c
B+ —x+ = =0,
a a

ainsi qu’a .
darx® + kabx + hac = (.

39. ConstqQueNce. — Lorsque certains termes d’une équation con-
tiennent des dénominateurs et que ces dénominateurs sont numériques,
c’est-3-dire ne renferment pas 'inconnue, en multipliant les deux mem-
bres de I’équation par une quantité multiple de tous les dénominatears,
on chasse les dénominateurs et on obtient une équation équivalente.

Exemple : Soit I'équation

x—a b x—0b

b a a

En multipliant les deux membres par le produit ab, qui est multiple
de tous les dénominateurs, on obtient I'équation équivalente
a(x — a) — b* = b(x — b),

qui n’a plus de dénominateurs.

40. Remarque. — I1 arrive souvent qu'on multiplie les deux membres
d’'une équation par une quantité qui contient I'inconnue et qui, par
conséquent, peut devenir nulle ou infinie pour certaines valeurs de cette
inconnue. Comme on ne se trouve plus dans les conditions du théoréme
précédent, on ne peut plus affirmer que I'on ait une équation équivalente.

41. RemarqQue. — Considérons les équations

() F(z) = 0,
2) p(x) =0,
3) F(x).¢ (x) = 0,

et soit « une racine de I'équation (1).

Par hypothése F(a) est nul. Si y(«) n’est pas infini, le produit
F().(«) est nul. « est une racine de I'équation (3).

L’équation (3) admet donc toutes les racines de I'équation (1) qui ne
rendent pas ¢(x) infini. ;

On verrait de méme que cette équation admet aussi les racines de
I’équation (2) qui ne rendent pas F(ac) infini.
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)bservons que lorsqu’une racine de 'une des équations (1) et (2) rend
ni le premier membre de I'autre équation, il peut arriver que cette
ine soit une racine de ’équation (3), car le produit d'une quantité
le par une quantité infinie peut étre nul; mais ce produit pouvant
y différent de zéro, le contraire peut également se présenter.
‘eci posé, soit I'équation :
| f@) = f@).
[ultiplions les deux membres de cette équation par ¢(z), ce qui donne
uation

f(2)-5(2) = ['(2).4(@).
es équations (4) et (8) étant respectivement équivalentes aux équa-

Fx) = 0, F(@).¢(x) = 0,
s lesquelles on suppose

Fx) = fix) — f(x),
s avons le droit de dire, en vertu de ce qui précéde:
oute racine de I'équation (4) qui ne rend pas ¢(x) infini est racine
"équation (3). Les autres racines de I'équation (4) peuvent étre per-
s et certaines racines de 'équation ¢(x) = 0, peuvent étre introduites
s le passage de I'équation (4) & I'équation (5).

2. RemarQue. — Supposons que F(x) et ¢(x) soient des polyndmes
ers en .
n sait que, pour qu'un polynéme entier en a¢ soit infini, il faut et it
it que o soit infini. Done, toute racine de I'une des équations

Flx) =0, ¢(x) = 0,
m nombre fini et, comme tel, ne peut rendre infini le premier
nbre de I'autre équation.
résulte de 1a (41) que les racines des équations (1) sont des racines
équation

F(x).¢(x) = 0.

i 'on remarque alors que toute racine de I'équation (2), annulant
roduit F(a).p(x), doit nécessairement annuler ’'un des facteurs de
yroduit et, par suite, étre racine de I'une des équations (1), on voit
les racines des équations (1) sont les mémes que les racines de
uation (2).
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43. Constquence, — Quand le premier mémbre d'une équation de la

forme
Flx)= 0 '

est un polyndme entier en x, en multipliant par un polynéme ¢(x),
entier en «, les deux membres de cette équation ou ceux de l'une
quelconque des équations équivalentes que fournit le théoréme 3%, on
obtient une équation qui n’est pas équivalente 4 la premiére. Elle
admet les racines de la premiére, avec celles de ’équation

?({E) =0.
- Dans les mémes hypothéses, s’il est possible de diviser par ¢(x)

les deux membres de I'équation considérée, en effectuant cette division,
on supprime les racines de I'équation

¢(@) = 0.
APPLICATIONS.
44. Soit I'équation
1) z* — 2a* = ax,
Je multiplie les deux membres par
bt — at.
J'obtiens aprés simplification la nouvelle équation
©® bt — 9a’a:’ +2a* = dax® — a¥x
qul admet pour racines (43) celles del équatlon (1) et celles de I’équation
4a; —ar=0.

L’opération a eu pour effet d’introduire des racines étrangeres.
Sil’on divisait les deux membres de I'équation (2) par 4x* — a®, on
enléverait les racines de l’équatlon

dxt — a® = 0.

45. Soit I'équation
x
) Fa) = 2

+a+x+b+1=0.
—a x—b

Afin de chasser les dénominateurs, multiplions les deux membrrs
de cefte équation par

#2) = (@ — a)(@ — b).
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Nous trouvons I'équation

@ F(x).o(x) = 3* — a(a + ) — ab = 0.
Remarquons que ¢(x) ne devient infini que pour & = o, valeur qui
w'est pas racine de I'équation (1), puisque

a b

A ‘ fi—-=- 1- -
et que
F(w) = 3.
Remarquons, en outre, que ¢(x) ne s’annule que pour
xT=a et .x=b,
— et que ces valeurs ne sont pas racines de I'équation (2).

D’aprés cela (41), les équations (1) et (2) sont équivalentes,
46. Soit I'équation

() F(x) =

Multiplions les deux membres de cette équation par

¢(@) = (@ — a)x — b).

Nous chassons ainsi les dénominateurs et nous trouvons l'éguation

(2) F(x).9(x) = 2x(a + b) — 4ab = 0. 4

¢(x) devient infini pour & = oo et seulement pour cette valeur;
mais ici 'équation (1) admet la racine a = o0 . Nous ne pouvons donc
rien affirmer relativement A cette racine (41). '

Une constatation directe montrant que 'équation (2) n’admet pas la
racine & = %, cette racine a été perdue dans le passage de la premiére
équation a la seconde.

Les équations (1) et (2) ne sont donc pas éqmvalentes

47. Soit encore I'équation

x+a x+5b
+
x—a x—20b

—-2=0.

-2 - q C
() F(x) = =—1‘m(ac—1)“"
Hous chassons les dénominateurs de cétte éguation en muluphant
ses deux membres par

o) = a@w — 1)(@ + 1),
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Nons obtenons I’équation
2 F@).p(@)=2'—2x+1=0.
¢(x) devenant infini pour # = oo et s’annulant pour les valeurs
0, -1, 1,

I'opération pourrait avoir fait perdre la racine & = oo et avoir intro-
duit les racines
"0, -1, 1.

Je constate d’abord que 0 et — 1 n’étant pas des racines de 'équa-
tion (2), ces racines n’ont pas été introduites. Quant au nombre 1,
qui est une racine de I'équation (2), il peut étre une racine étrangére.

Dailleurs, si je réduis les deux termes du premier membre de
I'équation (1) au méme dénominateur et si je simplifie le résultat,
j'écris I'équation (1) sous la forme

i —
z(xz+1)

Je vois alors que cette équation n’admet ni la racine 2 = o0, ni
laracine x = 1. Il n’y a done pas eu perte de racines; mais il y
a eu introduction de la racine étrangére x = 1.

Par conséquent, les équations (1) et (2) ne sont pas équivalentes,

" 48. RemarQue. — Les opérations que nous avons exécutées dans
les exercices olt I’équation considérée renferme des dénominateurs qui
contiennent I'inconnue, reviennent, en réalité, & mettre I'équation sous
la forme

o) _

ol@) 7
puis & lui substituer 'équation

F(z) = 0.

Cette derniére équation pouvant ne pas étre équivalente & la pro-

posée, un examen sera nécessaire. On y procédera comme nous
I'avons fait,

49. TakorkME. — Si U'on éléve au carré les deux membres d'une
équation, on oblient une nouvelle équation qui ADMET LES RACINES de
la premiére, mais qui peut aussi en ADMEITRE D’AUTRES.

Soit I’équation

) f@) = ().
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acine de cette équation, l'égalité

f(@) = ()
On en déduit évidemment I'identitd

@ =@,

. est racine de I'équalion

V@) = [f'@)]

elle équation admet les racines de la premitre.
leurs en admettre d’autres, car I'élévation au carré
:s de I’équation

f@) =~ f(x)

juation (2), il faut aussi que cette équation admeite
‘quation (3).

— L’équation (2) n'admet pas d’autres racines que
ns (1) et (3).
¢s I'identité

— @] = [f@) — F@)]f@) + @),

lquation (2) annulant le premier membre de I'iden-
ler le second membre, et par suite I'un des facteurs
nbre; elle doit donc étre racine de 'une des équa-

— Si l'on sait résoudre I'équation (2), en choisissant
celles qui conviennent 4 I’équation (1), cette derniére
ssolue.

IQUIVALENCE DES INEQUATIONS

— Lorsqu’on ajoute une méme quantité aux.deux mem-

tion ou que Uon relranche une méme quantité des deux

quation, on obtient une inéquation équivalente.

on de ce théoréme ne différe de celle du théoréme 34

itution - des  mots inéquation, inidentité et solution,
, tdentité et racine. " '
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83 CoroLLAtRe. — Si I'on fait passer un terme d’une inéquation
d’un membre dans l'autre, en changeant son signe, on obtient une iné-
quation équivalente. '

84. CoroLrLalRE. — ]l est toujours possible de trouver une inéqua-
tion de la forme
F(z) >0
équivalente & unc inéquation de I'une des deux formes
f@)>f@ ou fl@)<f(@)
Dans le premier cas, on a
Flz) = f(z) — (=),
et dans le second, Flx) = f'(x) — f(x).

53. TutorkME. — Lorsqu’on multiplie ou divise les deux membres
‘d'une inéquation par une méme quantilé qui ne contient pas l'inconnue
el qui n’est NI NULLE, NI INFINIE, NI NEGATIVE, on obtient une inéquation
équivalente.

1l est inutile (38) de considérer le cas de la division.

Soit 'une ou lautre des inéquations

) f@) Z f(@).
Multiplions par M les deux membres de cette inéquation.
Nous trouvons l'une ou Pautre des inéquations

@ fla).M z (). M.

Si nous déterminons F(z) d’'une facon convenable (54), les deux
inéquations considérées dans les relations (1) et (2) sont respective-
ment équivalentes aux inéquations

@) F(z) > 0,

(%) F(x).M > 0.

Pour démontrer le théoréme, il suffit donc d’établir I'équivalence
des inéquations (3) et (4), dans I'hypothése ou le facteur M que I'on
suppose ne pas contenir I'inconnue, n’est ni nul, ni infini, ni négatif.

Observons que si I'on donne 4 « une certaine valeur, la quantité M
qui ne contient pas x, ne change pas. ‘

1° Toute solution « de I'inéquation (3) est une solution de I'inéqua-
tion (4), car si

F(az) > 0
est une inidentité, M n’étant ni nul, ni négatif, on a I'inidentité
F(e).M > 0.
2
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2° Toute sollition a de I'inéquation (4) est une solution de l'inéqua-

ion (3), car si
F().M >0

sst une inidentité, M n’étant ni négatif, ni infini, on a I'inidentité
F(a) > 0.
Conclusion: Les solutions étant les mémes, les inéquations (3) et
') sont équivalentes.
ArpLicATION. — Les inéquations
3z > 2 et x> ;—

sont équivalentes.

86. TufomkME. — Lorsqu'on multipliec ou divise les deux membres
Tune inéquation par une méme quantité qui ne contient pas l'inconnue
4 qui n’est NI NULLE, NI INFINIE, NI POSITIVE, apre's avoir CHANGE LE
sENs de Dinéquation, on a une inéquation équivalente.

Comme dans le théoréme précédent, on voit facilement que si M
satisfait & Ihypotheése, il suffit d’établir 'équivalence des inéquations

) F(a) > 0,
@)  F@).M<O.

1° Toute solution « de l'inéquation (1) est une solution de I'inéqua-
ion (2), car si

F(a) > 0
st une inidentité, M n’étant ni positif, ni nul, on a I'inidentité
F(a).M < 0.

2° Toute solution « de I'inéquation (2) est une solution de I'inéqua-
ion (1), car si
F).M <0

st une inidentité, M n’étant ni positif, ni infini, on a I'inidentité
F(«) > 0.

Conclusion : Les solutions des deux inéquations étant les mémes, ces
leux inéquations sont équivalentes.
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AppricaTION. — Les inéquations

-3z >2 et m<;—§

sont équivalentes.

B7. RevarQuE. — Si certains termes d’une inéquation ont des déno-
minateurs, et si ces dénominateurs sont numériques, c’est-3-dire ne
contiennent pas I'inconnue, il sera possible de trouver une quantité
algébrique A, multiple de tous les dénominateurs, et dont le signe
sera connu. En multipliant les deux membres de l'inéquation par la
quantité A, et changeant le sens de I'inéquation si A est négatif, on
chassera les dénominateurs et on obtiendra une inéquation équivalente
4 la proposée.

ArpLicaTiON. — 1° Les inéquations

r—1_ =

—3- >33
et

2@ — 1) > 3z — 18
sont équivalentes.
2¢ Les inéquations
ze—1_ =
—3 33

20z — 1)< — 3z + 18

et

sont équivalentes.

58. REmarqQuE. — Quand on multiplie ou divise les deux membres
d’une inéquation par une méme quantité qui ne satisfait pas aux
couditions imposées & M dans les deux théorémes 53 et 56, on n'obtient
pas, en général, une inéquation équivalente.

Une discussion est nécessaire.

Nous allons traiter quelques questions particuliéres qui faciliteront
cette discussion, dans les diverses applications qui pourront se présenter.

89. Soit I'inéquation

) Fz).e(x) = 0,

dans laquelle je suppose que les fonctions F(z) et ¢(x) sont des poly-
némes entiers en x.
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Je rcmarque d’abord que si I'une de ces fonctions devient nulle,
ne peut étre que pour une valeur finie donnée & . Il est donc
ipossible que le produit F(x).¢(xc) se présente sous la forme indé-
'minée 0 XX co. Par conséquent, pour qu'un nombre « soit solution
cette inéquation, il faut et il suffit que ce nombre rende de méme
me les deux facteurs F(x) et ¢(x).
Les solutions de I'inéquation (1) sont par suite les solutions com-
anes 4

F(x) >0

g ¢(x) > 0,

asi que les solutions communes 2

F(x) <0

() <0.
60. DeriniTioN. — Lorsque deux inéquations doivent étre satisfaites
nultanément, on dit qu’elles forment un systéme d’inéquations simul-

nées. Les solutions du systéme sont les solutions communes aux
ux inéquations.

AppLicaTioN. — L’inéquation
(¢ —a)(x +a)>0
Imet pour solutions celles des systémes

Tx—a>0 . ix—a<0
x4+a>0 x + a<0.

61. Cas particulier. — Supposons que () ne puisse pas devenir
igatif.
Aucun nombre ne satisfait simultaném:nt au sysiéme

Flx) <0
o(x) < 0.

Les solutions d¢ I'inéquation
1) F(x).¢(x) > 0

nt donc czlles du systéme
z Fx) >0
o(x) > 0.
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Si, en outre, ¢(2) ne peut pas s’annuler, ou si aucune des solutions
de
2 F(x) >0

n’aonule ¢(x), les inéquations (1) et (2) sont équivalentes.
Mais si certaines solutions de (2) sont racines de I’équation
#x) =0,
ces solutions ne satisfont pas & I'inéquation
9(@) > 0,

et les inéquations (1) et (2) ne sunt pas équivalentes.
Exemples :
1° Les inéquations
(x—1)a* +2+1)>0,
z—1>0

sont équivalentes, car x* + a + 1, qui est égal &

1)' 3
($ -+ 2 -+ 4,
n'est jamais nul et est toujours positif.
2° Les inéquations
(x—2)(x—1)2>0,
z—2>0

sont équivalentes. En effel, aucune des solutions de la seconde inc=
quation n’annule ( — 1)

3° Les inéquations
(x — 1) — 2)* >0,

(@x—1)>0

ne sont pas équivalentes. Le nombre 2, qui est solution de la seconde
inéquation, ne convient pas & la premiére, puisqu’il annule le facteur
(x — 2).

62. Soit I'inéquation

F(z)
1 ey > 0,
@ ¢(x)

dans laquelle F(z) et ¢(x) sont des polyndmes entiers en z.
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Je remarque d’abord qu'une racine de I'équation

¢(@) =0
peut &tre solution de l'inéquation (1).
Soit ( 1 9
x — 1)z — 2)
T -y "

Tous les nombres supérieurs & 2 rendent le numérateur positif.
Le dénominateur étant toujours positif on nul, pour z = 3 le
premier membre de I'inéquation devient + oo; 3 est une solution.
Le contraire peut également se présenter.
Soit
(@ —1)=—3)

(x— 2 >0

Tous les nombres compris entre 1 et 3 rendent le numérateur
négatif. Le dénominateur étant toujours posilif ou nul, pour z = 2 le
premier membre de l'inéquation est — oo; 2 n’est pas une solution.

Cette remarque faite, faisons abstraction des solutions de I'inéqua-
tion qui sont racines de 1'équation

(@) = 0.
Dans cette hypothése, I'inéquation

F(x)
1 -
@ 7@
est équivalente 4 I’ensemble des deux sysi¢mes

F(z) > 0 ; F(z) <0
¢(x) >0 ¢(x) < 0.

>0

@)

En effet, soit « une solution de l'inéquation (1).
Par hypothése, () n’est pas nul. F(z) ne l'est pas non plus, car

alors on aurait :
Fo)

p(e)
et o ne serait pas une solution de I'inéquation (1).
Les deux quantités F(z) et ¢(«), dont le quotient est positif, sont
donc de méme signe. « est une solution de I'un des deux systémes (2).
D’ailleurs, réciproquement, toute solution de I'un des systémes (2) est
évidemment une solution de 1’inéquation (1). Par conséquent, I'inéqua-
tion (1) est équivalente & I'ensemble des deux systémes (2).
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Conséquence : Pour résoudre une inéquation de la forme (1), on
pourra résoudre séparément les deux systémes (2), examiner ensuite
s1 certaines racines de g(z) = 0 sont des solutions de I'inéquation et,
si le fait se présente, joindre ces solutions & celles des deux systémes.

63. Remarque. — Rappelons-nous que, de I'étude précédente, il
résulte que les deux inéquations
F(z)
F(z).9(x > 0 et —_— 0
(@).9() @)

peuvent ne pas étre équivalentes.

Des relations conditionnelles.

64. Nous désignerons sous ce nom toute relation de I'une des deux

formes
F@) > fz), F@) < f(@),

c’est-d~dire toute relation qui est, soit une inéquation, soit une équation
entre les deux mémes fonctions.

Nous appellerons solutions de la relation, 'ensemble des solutions
de I'inéquation et des racines de I’équation.

Deux relations conditionnelles seront équivalentes, lorsqu’elles admet~
tront les mémes solutions.

63. TutoriMe. — Lorsqu’on ajoute une méme quantité aux deux mem-
bres d'une relation condilionnelle ou qu’on retranche une méme quantité des
deux membres d’une relation conditionnelle, on a une relation équivalente.

Ce théoréme est une conséquence des théorémes 34 et 52,

66 CoroLLaire. — Lorsqu’on fait passer un terme d’un membre
dans T'autre, en changeant son signe, on a une relation équivalente.

67. CoroLLaire. — Une relation conditionnelle étant donnée, on
peut toujours en trouver une autre équivalente de la forme

Flz) > 0

68. TutorkME. — Lorsqu'on multiplie ou divise les deux membres
d'une relation conditionnelle par une méme quantité qui ne contient pas
Pinconnue et qui n’est NI NULLE, NI INFINIE, NI NEGATIVE, on obnent une
relation équivalente (voir n* 38 et 85).
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. TatorkME. — Lorsquw'on multiplic ou divise les deux membres
» relation conditionnelle par une méme quantité qui ne contient pas
mnue et qui m'est NI NULLE, NI INFINIE, NI POSITIVE, el que l'on
ge le sens de Vinéquation contenue dans la relation, on a une rela-
équtvalente (voir n°* 38 et 56).

. REMARQUE. — On pourra chasser les dénominateurs d’une
on conditionnelle, dans les mémes circonstances que pour les
1ations.

. Remarque. — F(z) et ¢(«) étant des polyndmes entiers en x,
lation ‘
F(z).¢(z) > 0

4 les mémes solutions que I'ensemble des deux systdmes

Fiz) >0 F(z) <0
o) >0 g 9(@) < 0.

. REMARQUE. — F(x) et ¢(x) étant des polyndmes entiers en ax,
lation

F(x)

— >0,

9(@) =

d on fait abstraction de celles des solutions qui sont racines de
ition

p(x) =0,
Juivalente & I'ensemble des deux systémes
Flx)>0 Fx) <0
2(x) >0 g(x) < 0.

Pon considére toutes les solutions de I'inéquation (1), on cons-
ans peine qu’elles sont des solutions de 'un ou l'autre des sys-

Flx)>0

g F(x) <0
o(x) =0

o(x) < 0;

la réciproque n’est pas vraie, car une racine de I'équationi
§@)=0

n’étre pas une sulution de la relation (1).




Exemples :
{° Soit la relation

(@ —)x—3) >0 (voir n° 62).

(z—2p
2, qui est une solution des systémes (2), n’est pas solution de la
relation (1). <
2° Soit

(z—1)z—92)

x—1 = 0.

Le premier membre est en réalité (z — 2). :
L’inéquation n’admet pas la solution = 1 ; c’est cependant une solu-
tion des systémes (2).

73. Remarque. — Quelquefois, on substitue 4 1la relation

F(x)
-—=—=>0
o)
la relation, évidemment équivalente,
F(x).9(x)
(@)1
puis on chasse le dénominateur, ce jai fournit la relation
F(z).9(z) > 0.

Celte derniére relation pouvant ne pas étre équivalente & la pre-
miére, une discussion est nécessaire.

=0,



ES EQUATIONS ET DES INEQUATIONS

REMIER DEGRE A UNE INCONNUE

FINITION. — Lorsque la fonction F(z) est un polynOme
« du me degré, on dit que I’équation

Fz)=10
quations
Fx)>0 e Flz)<0
1° degré.

2—-3=0
quation du premier degré;
2 —3z+1=0

juation du second degré.

1

2 —3>0 ot 28 —3x+1>0

2 —3<0 2 -3z +1<0
inéquations, les premidres. du premier degré; les secondes,
1 degré.

4ARQUE. — Lorsque nous parlerons d’une équation d'un
2gré, il sera toujours sous-entendu que cette équation est

2
b

F(z) = 0,

t un polynéme entier en .
srons la méme observation relativement aux inéquations.




RESOLUTION DE L’EQUATION DU PREMIER DEGRE

"76. Si 'on désigne par a et b des quantités algébriques quelconques,
et si 'on suppose a 7 0 (lisez: différent de zéro), tout polynéme du
premier degré, entier en &, est de la forme

ax + b.
Il s’ensuit que toute équation du premier degré cst de la forme
() ax + b =0.

a et b sont dits les coefficients de I'équation.

Je me propose de résoudre I'équation (1).

Puisqu'on a a # @, cn obtient une équation équivalente (38) en
divisant par a les deux membres de cette équation.

Ceci donne I'équation

T + =0,

Q>

qui est équivalente (36) & la suivante :
b
= — -

a

Or, cette derniére admet évidemment la racine unique — g. L’¢qua-
tion (1) admet donc une racine unique, donnée par la formule

b

(2 ’ = -

Remarque. — Si b = 0, la racine est zéro.

AppLicATION. — Soit I'équation

-2 +3=0.
On a

I W

a=—2,

w o

(3]

L’équation admet la racine z =
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Remarque. — Soit 'équation
f@) = f'(a).
‘expression f(x) — f'(x) est un polyndme entier en z, du pre-
degré, celte équation pcut étre résolue, car les équations
(@) = ['(z)

fx)—fx) =0
quivalentes, et nous savons résoudre la seconde.

LICATIONS :
joit I'équation

équivaut a

[uation admet la racine x = — g

t

arque. — On aurait simplifié les calculs en chassant les déno-
surs (39).
it

(@ — a)(@ — b) = (@ — b)(x + b) — (x - a)(a = b).
§ avons
fl@) — (@) = — Q(Jx + 2ab + b* ~ a*,

uation
—2%x +20+b—ar=0

livalente & la proposée.
# 0, cette équation est du premier degré.
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Elle a une seule racine :
_ 2ab + b* — a*
&= %%

L’équation (1), dans I'hypothése b 7 0, admel donc la recii
unique
__ 2ab + b —a*
= %

78. RemarQuE. — Nous pouvons méme résoudre toute équatic

de la forme
f@) = (=),

qui, sans étre équivalente & une équation du premier degré, fourn
celte équation quand on opérc comme aux n* 48, 46 et 4£9.

Rappelons que, puisque I'équivalence peut ne pas exister, une di
cussion est nécessaire.

APPLICATIONS ¢

1° Soit I'équation déji examinée au n° 46 :

sra x+b_ 4.0,
x—a x—0b

@)
Chassons les dénominateurs en multipliant les deux membres par
¢(@) = (# — a)(z — b).

Apres avoir divisé par 2 les deux membres de I'équation obtenu
nous trouvons
xa + b) — 2ab = 0.
Silona a + b # 0, celte équation est du bremier degré. EI

admet la racine unique
2ab

“a+0b

Or, nous avons vu (46) que la multiplication par o(x) a fait perds
la racine & = oo. D’ailleurs, on constate sans peine que cette opér:
tion n’a pas introduit de racine étrangere.

Par conséquent, I'équation (1) admet les deux racines

r=0®,
2ab

&r = ’
a+b

~dans T'hypothése a + b # 0. -
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Soit I'équation

Ve -1+ yz —4=3.

€ équivaut 4
Ve—4=8—yz —1.

evant au carré les deux membres de cette équation, on trouve,
3 simplification,

Ve —1=2.
evant encore une.fois au carré, il vient
x—5=0.

tte équation a une seule racine: & = 5.

ailleurs, on sait (49) que I'équation (2) admet toutes les racines
‘équation (1) ; on sait de plus qu’elle peut admettre des racines
agéres.

en résulte que I’équation (1), ou bien admet la racine z = 5,
ien n’a pas de racine.

ymme la valeur 8, donnée & «, transforme l’équation (1) en
lité, cctte équation a une seule racine :

x = 8.

n appliquant le méme calcul & I'équation

Ve —4i—vVa — 4=3,

reproduit I'équation (2). Le nombre 3 ne satisfaisant pas & I'équa-
(3), cette équation n’a pas de racine.

. Remarque. — Citons enfin une derniére catégorie d’équations
t la résolution sera désormais possible.

upposons qu’aprds avoir fait passer tous les termes du second

nbre dans le premier, on ait une équation de la forme

F(@).¢(z) = 0,
) et ¢(x) étant des polyndmes entiers en x du premier degré.

‘ous avons vu (42) que l'équation (1) admet pour racines celles

équations :
F(x) = 0,

p(x) =0
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Or, on peut résoudre ces équations. L'équation (1) peut donc étre
résolue.

APPLICATION.

L’équation @—a)ze—-0=0

a pour racines celles des équations
‘a:—a=0 et @—=b=0,
¢’est-a-dire les nombres a et b.
80. Remarque. — Revenons & I’équation générale
() : ac + b =0,

et supposons que, le coefficient b restant fixe, le coefficient a soit une
quantité variable dont la valeur absolue diminue de plus en plus,

jusqu’a zéro. La valeur absolue de la racine z = — 7’: devient de plus

en plus granie et croit au dela de toute limite. On dit alors que 1’équa-
tion (1) a une racine infinie, pour a = 0.

81. Reuarque. — S'il arrivait que, a et b variant simultanément,
Pon etit A la fois: @ = 0, b = 0, I'équation serait alors une identité.

Toute valeur donnée & zx satisferait i I'équation, qui aurait une
infiniié de racines.

82. REMArRQUE. — Pour que deux équations du premier degré

av+b=0
et

do+ b =0

aient la méme racine, il faut et il suffit que

bV
“a @
ou
a b
ad b’

c'est-d-dire que les coefficients correspondants, dans les équations,
soient proportionnels,



— 34 —

)LUTION DES INEQUATIONS DU PREMIER DEGRE

te inéquation du premier degré est de I'une des deux

ax +b>0, - a4+ b<O0.

icients @ et b sont des nombres algébriques quelconques ;

oD suppose o
a %0,

premier membre de I'inéquation doit &tre un polynéme du
greé.
le inéquation étant équivalente & la suivante :

— (ax + b) >0,
me forme que la premiére, je ne m’occuperai que de celle-ci.
résoudre une telle inéquation, nous remarquerons que
acx > — b
nte (53) A la proposée, puis nous distinguerons deux cas :
a>\.
ion (voir 83) b
nte & la proposée.
|uation a pour solutions tous les nombres supérieurs 4 — 2 .
de méme de la premiére, qui, par suite, est résolue.
a<0.
ion (voir 86)
< b
a
nte 3 la proposée.
{uation a pour solutions tous les nombres inférieurs & — '3-

de méme de la premiére, qui, par suite, est résolue.
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Conclusion : L'inéquation du premiér degrs

ar+ b >' 0
a une infinité de solutions.

: I b . -
Ce sont tous les nombres supérieurs & — Srsiaest positif,

Ce sont tous les nombres inférieurs & — ‘2, si @ est négalif,

Remarque. — La valeur remarquable — g est la ;‘aéine de lféqxiation
ax.+ b =0.

83. REMARQUE. — Nous pourrons, dorénavant, résoudre . toutc int-
quation de la forme
fz) > f'(@),

/(@)= f'()

est un polyndme du premier degré en x, car les inéquations.

dans laquelle

f(@) > ['(),
, f@)—f(x)>0
sont équivalentes. .
APPLICATIONS :
10 Soit o
x—3>2—a.

Cette inéquation équivaut &
2z —-85>0.
Elle admet pour solutions tous les nombres supérieurs 4 g-
2° Soit o
r—3<2—w
Cette mequatlon équivaut i .
‘ —2%+ 8 > 0
Elle admet pour solutions tous les nombres inférieurs & g ..
86. RE\(ARQUE — Son I'inéquation.
' F(x),¢(x) > 0

dans laquclle les fonctlons F(x) et ;p(ac) sont des polym’)mes du premxar
degré en x.



Cette inéquation (von' 59): éqmvaut A Yensemble des deux systémes
d’inéquations simultanées : .

F(a:)>0; o F(&) < 0
") >0 3(x) < 0.

Comme oon peut résoudre chacune de ces inéquations, et, par suite,
chacun’ des systémes, on peut résoudre Iinéquation proposée.

APPLICATIONS : : ) '

10 Soxtl'méquatlon SRR

1) (ac - f)(w 2)>0.
Le systeme " -
w—;zgi équivaut &' )w>i

Il a pour solutions tous les nombres supérleurs a2,

Le systéme " : o

@ < i
z<2

-1<0

©— 2<0§;équgvauta ;

Il a pour solutions tous les nombres inférieurs & 1.
Les solutions del'inéquation (1) sont donctousles nombres mférteurs
4 {4 et tous les nombres supérleurs a 2

2° Soit I'inéquation el e
‘) (@ — 1)@ -9 <0.
Jelis e
@@= -2>0 |
ou i '
(1- .'z:)(w 2 >0.
Le systéme

1—x>0 <4
w-2>0§ éqmvauth i >

il n’a pas de _solutiqn.

Le systéme’

1—-2<0 w>i

2—2<0 éqmvauta ,

il a pour solutions tous les nombres eompns entre 1 et 2.
Les solutions de I'inéquation (1) sont donc tous les nombres compns
entre 1 et 2. -l
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871. ReEmarQue., — Soit l’inéquation )

F(z)
{ > 0
( ) (ﬁ) ’
dans laquelle les fonctions F(x) et ¢(xc) sont des polynémes du premier

.degré en .a. : :
Abstraction faite de la racine de léquauon

p(x) =

qui peut (62) étre une solution de I'inéquation (1), les so]utlons de
cette inéquation sont celles des deux systdmes. ’ .

Fz) >0 o Flx) < 0

#(@) >0 9(a) < 0. |

On peut résoudre ces systémes et connailre la racine de I'équation

¢(x) = 0;
il est donc possible de résoudre l'inéquation (1).
APPLICATIONS :
{° Soit
- x~1

x—2 >0.

Nous venons de voir que Pensemble des deux systémes

x—1>0 ot ia:—i<0
x—2>0 (x—-—2<0.

a pour solutions tous les nombres inférieurs 4 1 et tous les nombres
supérieurs & 2. L'inéquation admet donc déja ces solutions.
D’ailleurs, I'équation ] .
x—-2=0 )

a pour racine le nombre 2, et quand on fait décroitre = depuis une
— ; croit

valeur quelconque slipérieure 4 2 jusqu’a 2, la fra.ction:cc

jusqud + oo, Le nombre 2 est donc encore une solution de l'iné-
quation,

Ainsi, 'inéquation admet pour solution tous Ies nombres mferleurs
4 1 et tous les nombres depuis 2 jusqu'd + oo,



x -1
F_'-_-é<0v
1 —x
x—2->0’

:précédemment, j’arrive & la conclusion suivante:
us les nombres supérieurs 3 1 et inférieurs & 2,

. des relations conditionnelles -
du premier degré..

3s relalions condilionnelles du premier degré est
1édiate ‘de la résolution de I'équation et des
T degré.

s A indiquer les résullats, aprés avoir remarqué
inéquations, il suffit de considérer une relation

ax + b > 0.
lutions sous tous les nombres depuis - % jus-
Tis).
s solutions sont tous les nombres depuis —

.rﬁbris) .

sonditionnelle
(@=1)x—-—2=>0"

»us les nombres définis par

Ll o 2w <+ D,
(® =z -2 <. -

ous les nombres définis par

e AL K e s s 2 a
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3° Soit
(z—1)
x— 2

> 0.

_Les solutions sont tous les nombres définis par

-—oo<a:ﬂ<l »etq .Q<m<-+-oo

4 Soit A
X —
s <0

Les solutions sont tous les nombres définis par .

| B R

. Détermination du signe que prend la fonction
F(x) = ax + b,
du premier degré en x, quand on donne & x une valeur
quelconque depuis — «© jusqu'a + o,

89. On a -
F(.’L‘) =a (m —+ g)

el

"4° Si @ est inférieur & — (-(:} (ac - :Eé) est négatif.
F(zx) a le signe de — a. |
20 Si m=—go F(z) = 0.

3° Si x est supérieur a — 9—. (1: - T—f'—) est posi!,
a 1

F(z) a le signe de + a.



DE ’EQUATION

DU SECOND DEGRE A UNE INCONNUR

90. TukorEME. — Les racines de I'équation
0 (ax + b) (@’x +b) = 0,

ou l'on suppose que a et a’ sont différents de zéro, sont celles des
deux équations du premier degré

@ ax +b =0,
= a’x+b'=0.

Nous pourrions observer que ce théoréme est une conséquence immé-
diate de la remarque (42); mais nous préférons, 4 cause de son impor-
tance, en donner une démonstration indépendante.

1° Toute racine « de l'équation (1) est racine de l'une des équa-
tions (2), car si les quantités

ar+b et aoa+b

étaient toutes deux différentes de zéro, leur produit ne pourrait pas
étre nul. .

2¢ La racine de I'une quelconque des équations (2) est une racine
de I'équation (1). En effet, si « est la racine de ’équation

ax+b=0,

comme a n’est pas nul, celte racine n’est pas infinie, la quantité
a’x + b n’est pas infinie, et le produit

(@2 + b) (@'z + &),
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dans lequel un facteur est nul et I'autre fini, ‘est néeessairement nul.
Le théoréme est démontré.

91. TaforkME. — Un nombre algébrique A élant donné,si ce nombre
est positif, il exviste deux nombres algebriques, et seulement deuzx, quir
élevés aw carré, reproduisent A ; si ce nombre est négatif, il n'en
existe - aucun. ‘ .

Pour qu’un nombre .é;, élevé au carré, reproduise A, il faut et il suffit
qu’il soit racine de I'équation '

®*=A
ou de l'équation équivalente

a o — A =0

4° Soit A > 0. Désignons par A’ la valeur absolue de A.

11 existe un nombre arithmétique, commensurable ou non, repré-
senté par / A’, qui, élevé au carré, reproduit A’. On a donc I'identité

A=+ (/A

L’équation (1) peut alors s’écrire

@ —(YA)=0
ou bien ‘

@  {e—VE) (e+VE) =0,
d’aprés lidentité ‘ |

‘ a* —b*=(a—b)(a+bd)

Or, lc;,s racines de I'équation (2)(voir 90) sont celles des deux équations
2-yVE=0,  a+yE=0.
L’équation (2) admet donc les deux seules racines
a:=+\/X’, a:='—\/K;; ‘

Il résulte de'la que I'équation (1) admet les deux mémes racines

et qu'il existe deux nombres algébriques, et seulement deux, qui,
€levés au carré, reproduisent A.
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. Ces deux nombres sont .’
+ /A’ et . —yA

"90 Soit A < 0. Quelle que soit la valeur atiribuée & , x* est toujours
positif ou nul et le premier membre de I'équation (1) est la somme de
deux nombres dont I'un est positif ou nul et dont 'autre — A est
positif. L’équation (1) n’est donc jamais satisfaite.

Par conséquent, il n’existe aucun nombre algébrique qui, élevé au
carré, donne A.

Le théoréme est démontré.

il

92. Remarque. —- Lorsqu’'un nombre algébrique, élevé au carre,
reproduit un nombre algébrique donné, on dit qu’il est une racine
carrée algébrique de ce nombre.

'93. ReMarQUE. — Le théoréme précédent a établi que tout nombre
positif A a deux racines carrées algébriques. Ces deux racines ont la
méme valeur absolue : c’est la racine carrée arithmétiqué de la valeur

~absolue de A. Leurs signes sont contraires: ’

Le théoréme a montré, de plus, qu'un nombre négatif n’a pas de
racine carrée.

94. ReMarqQuE. — Pour désigner une racine carrée algébrique, on
emploie le mé&me signe que pour désigner une racine carrée arith-

métique. Ainsi, le symbole algébrique VA représente 1’'une quelconque
des deux racines carrées algébriques de A, c'est-d-dire I'un des deux.

nombres *y/ A
Pour fixer les idées, nous supposerons, dans la suite, qhe le symbole
algébrique v/ ‘A désigne toujours la racine algébrique positive.

Les deux racines carrées algébriques de A seront alors
VA,
le signe étant en évidence.

" 95. ReMARQUE. — Si A devient nul, ce nombre n’a plus qu'une
seule racine carrée, qui est zérp. '
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RESOLUTION DE 1’EQUATION DU SECOND DEGRE:

96. Si I'on désigne par a, b, ¢ des quantités algébriqu% quelconques
et si 'on suppose a0, b et ¢ pouvant étre nuls, tout polynéme
entier en x du second degré peut étre représenté par

az® + bx + c.

Toute équation du second degré & une inconnue est donc de ia
forme

1) ar +br+c=0, a#0.
a, b, c sont dits les coefficients de I'équation.
Je me propose de résoudre celte équation.

Multiplions ses deux membres par 4a, quantit* différente de zéro par
hypothése ; nous trouvons 1’équation equlvalente

4_a’a:’ + habx + bac =0,
qui s#crit encore
ha'z® + 4abx + b? —>b’ + 4ac =0,
cu
(Qaz + b)* — (b* — 4ac) =
Cette équation équivaut a »
2 : (2ax + b)* = b* — 4ac.
La résolution de I’équation (1) revient donc & celle de I'équa-
tion (2).

L’équation (2) signifie que le carré de la fonction 2az + b doit étre
égal & b* — dac; ou encore que 2ax + b doit étre une racine carrée
algébrique de b* — 4ac. Nous aurons donc les différentes racines de
Iéquation (2) en déterminant z de telle sorte que Zaz + b soit
successivement égal aux différentes racines carrées algébriques de
b* — 4ac.
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Trois cas se présentent :
1° b* — 4ac < 0.

La quantité b* — 4ac n’a pas dé racine carréé'algébrique. Il est impos-
sible de satisfaire 4 I’équation (2). Cette équation, et par suite I'équa-
tion (l), n’a pas de racine.

2 ' b* —4ac=0.

Le nombre zéro a une seule racine carrée, qui estzéro. L’équation (2),
et par suite 'équation (1), a une seule racine, donnée par

C 2ax+b=0.
Cest SR

Y )
30 ' bt — 4ac:>0

La quantité b* — 4ac a deux racines carrées algébrlques, qui sont
représentées par : .

+Vb —dac et —v/b — dac. dac.

Les racines de I'équation (2), et par suite celles de I'équation (1), ;
sont les nombres qui satisfont séparément aux équations suivantes :

% + b = + /b — dac,
2ax + b= — y/b*— 4ac. dac.

Ces équations sont du ‘premier degré. Chacune d’elles admet une
seule racine. L’équation (1) a donc deux racines et deux seulement,

qui sont .
, —b+yb —dac

@ =——_‘2a_-_"
o —b— /b — kac 4ac
2a

On les représente ordinairement par la formule m.lique.

— b=/ — hac 4ac
2a

97. RemanQue. — N’ayant fait aucune hypothése sur les coefficients
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b et ¢, les résultats que nous venons.d’oblenir s'appliquent 4 tous les
cas. o _ -

Examinons les modifications qu’ils subissent dans certains cas par-
ticuliers. '

o c=0, b#0.

La quantité b* — dac se réduit A b elle est positive. L'équation (1),
qui devient \ '
ax* + bx = 0,

a donc deux racines, qui sent

b4 VF . —b—yF
g=——g  T=—gg

Comme nous sommes convenus de désigner par y/A la racine algé-

brique positive du nombre A, nous devrons remplacer /b* par + b,
si b est posilif, et par — b, si b est négatif. '
" Nous trouvons dans le premier cas

S b
o =0, = —-—
a
Dans le second, nous avons
- b
X = — - =0
a

En résumé, quand ¢ = 0, ’équation a une racine nulle et une racine
. b
égale a — P

Remarquons que nous aurions obtenu ce résultat immédiatement
en mettant I'équation sous la forme -

a(ax + b) = 0,
et observant qu’elle a pour racines (90) cclles des deux suivantes :
T =0,
az + b= 0.
20 b=0, c¢#0.

La quantité b* — 4ac devient — 4ac.
Elle peut étre positive ou négative.




Si elle'est négative, Yéquation n’a pas de racine.’
Si elle est positive, l’équation a deux racines, données par

w=+\/—4ac__ V—-4ac_iV_g‘
4a* a

On trouverait facnlement les mémes résultats en partant de I'équa-
tion '
art + ¢ = 0.

3o b=0, c=0.

Dans ce cas, b* — 4uc = 0.
L’équation w'a qu’une racme, qui est nulle.
Ce résultat est évident a priori.

98. REMARQUE. — Supposons que la_quantité b* — 4ac, d'abord
positive, diminue jusqu’a zéro, « restant fini. Dans cette hypothése,

les deux racines de I'équalion varient. La valeur absolue de leur diffé-.
rence étant celle de '

Vb — 4ac
'——'—a ’

décroit jusqu’a zéro. Il s’ensuit que lorsque b* — 4ac arrive 4 sa limilte,
zéro, les deux racines sont égales et -égales d —- 2% .

Remarquons que cette valeur est celle qui a été obtenue dans le cas
ou b — 4ac = 0.
Dans la plupart des queslions, ’hypothése

— dac =0 .

se’ présente comme nous venons de I'imaginer. Aussi nous dirons, ¢e
qui évidemment n'aura pas d’inconvénient, que lorsque |

b* — 4dac = 0,

T'équation a deux racines égales.
On dit quelquefois que I'équation a une racine double.

99. Remarque. — Une équation du second degré étant donnée, si
T'on veut la résoudre, on devra d’abord calculer la quantité b* — 4ac.
Lorsque cette quantité scra positive ou nulle, I'équation aura deux
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racines distinctes ou égales, données par la formule.
— b= /b — dac
r= 2a . ’

g Lorsque cette quantilé sera négative, I'équation n’aura pas de racine.
APPLICATIONS &
1° Soit :

2t — 3z +1=0.
Ona ‘ :
a=29, = -3, c=1,
0 —4ac=9—-8=1.

L’équation a deux racines distinctes, données par

3=t d=1
= -—-——4 ’ u w,,= 2.
2° Soit:.
i+ 4x+1=0.
. On a -

a=14, b==4&, c=1,
0* — 4ac=0.

L’équation a deux racines égales entre elles et égales

i1,
8§~ 2°

3% Soit - _

. — 2%+ —1=0.

On a

= -2, b=+1, C=—l,'
4b’,_— 4ac = —-1.

L'équation n’a pas de racine.

100.. ReManque, —- Supposons qu’au lieu de calculer au préalable
la valeur de b* — 4ac, nous fassions immédiatement I'application de
la formule

' l ~b:¢bx—4ac_

= 2a

" Dans ces conditions, si b — 4ac < 0, nous €crivons sous. le
radical un nombre négatif, et 'expression obtenuc n'a plus de sens.
On lui donne le nom d'expression imaginaire, et I'on ajoutd. que. si
0* — dac <0, I'équation g deux. racines-imaginaires.
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Par opposition, on est amené 4 dire que lorsque I'équation a deux
racines, elle a deux racines réelles, et on appelle quantité réelle, toute
quantité algébrique positive- ou-négative, c’est-a-dire toute quantité
formée d’'un nombre arithmélique précédé du signe + ou du signe —.

En réalité, la quantité imaginaire est une nouvelle quantité algé-
brique dont l'introduction dans le calcul fournit des résuitats consi-
dérables ; mais nous sortirions du cadre que nous nous sommes tracé,
sinous voulions simplement faire pressentirces résultats. Nous n’ajoute-
rons donc rien aux définitions précédentes et nous continuerons &
regarder une équation qui a des racines imaginaires comme n’ayant
pas de racine. i

En résumé, si I'on a :

b* — dac>0, ' o réelles et distinctes,
b*—4ac=0, ; les racines de I'équation sont { réelles et égales,
b*—4ac <0, ' imaginaires. .

101. Remarque. — La quantité b — 4ac a joué jusqu’'a présent
un rdle important dans la résolution de Féquation du second degré.
Ce role ne fera que s’accroitre par la suite. En lui donnant un nom
particulier, nous rendrons les explications plus, claires .et les calculs
plus faciles, surtout dans les applications.

Puisque, selon le signe de b* — 4ac, les racines de Péquation sont
réelles ou non; en d’autres termes, puisque la réalité des raciues dépend
de cette quantité, nous emploierons pour la désigner le mot réalisant.

102. Remangue. — Soit

F(x) = ax? + bz +¢

une fonction du second degré.
-Nous appellerons réalisant de cette fonction le réalisant de I'dquation

Remarquons que le réalisant de la fonction F(z) est le nombre
algébrique obtenu en élevant au carré le coefficient du terme du pre-
mier degré et retranchant de ce carré quatre fois le produit du coeffi-

eient 'du terme du second degré par e terme mdépendant de z.
. APPLICATIONS :

.-4* Soit ’ Ce e T

F(m)':?z’—"-iiw-'-ii.i'? R
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Le réalisant est I
9—4X2(~1)=9+8=1T.
2° Soit

. K@) = (a — b)z* — 2abx —aXa + b). "
- Le réalisant est . ) L o
i . . 4a%b* + 4at(a* — b)) = 4a',

3° Soit
F@) =32* — (A — 1)z + A,

Le réalisant est Ce
(A—=1)p =4 = =3\ —2 + 1,

Si 'on regarde cette quantité comme une:fonction de A,'on a una
nouvelle fonction du second degré dont le réalisant est

4+ 12=16. , _

103. Remarque. — Lorsque les coefficients a et ¢ de l’équatipu du
second degré e R |
ax? +bx+c=0 '
sont de signes contraires, les racines sont réelles,

En effet, si a et ¢ sont de signes contraires, on a

<o,

‘— 4ac > 0,
et évidemment S
b — dac > 0.

ArpLicaTION. — Soit e e :

et — 3z — 22 = 0. ‘

Quel que soit le signe de 1, les deux quantités X et — 2 sont de
signes contraires. Les racines de cette équation sont donc réelles

104. ReMarque. — Lorsque b= 28/, -on peut simplifier la formule
de résolution de I'équation du second degré.

Cetle formule est = | o

h o —bxyb—dac .
= *

Elle devient L
— 20"+ \/&b'* — hac
2a

ou bien Lt
.”:—b':':‘/b"—ac.
...

Remarquons que le réalisant est ici &' — ac



— B —
103. AeppicaTioN. — Soit I’équation
ax*+br+c—2r=0,
dans laquel!le on suppose que a, b, ¢ sont donnés, (a # 0).

Proposons-nous de chercher les nombres parmi lesquels il faudra
prendre la valeur de 4 pour que les racines de cette équation soient

réelles.
Le réalisant élant
: b* —4da(c—1),

pour que les racines soient réelles, il faut et il suffit que l’on ait
U* — 4alc —2) > 0.

Les valeurs demandées sont donc les solutions de la relation condi-

tionnelle
b* — da(c —2) = 0,

dans laouelle X est I'inconnue,
Cette relation s’écrit

4ax + b* — 4ac >0,

Si a > 0, elle équivaut (84) &

4ac — b

A >
4a

- Sia < 0, elle équivaut (84) a

4ac — b

A< 4a

Conséquence : Lorsque a est. positif, A peut recevoir une valeur
quclconque supérieure ou égale & ‘
4ac — b
TR

Lorsque a est négatif, 4 peut recevoir une vaieur quelconaue infé-
vieure ou égale A : L
‘ dac - o*
" 4a




|
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Autre formule permettant le calcul des racines.

- 106. Dans l’hypothése ¢ # 0, pour trouver les racines de I'équation
) ax*+br+c=0,
on peut diriger les calculs d’une autre fagon.

Multiplions les deux membres de I'équation par 4c, quantité diffé-
rente de zéro. Nous trouvons successivement les équations équivalentes:
4acxt + 4bcx + 4 =0,

(2¢ + bx)? = x*(b* — 4ac),
d’ou, en raisonnant comme au n° 96,

% + b = = v/ b* — 4uc,
et

' 2 1

2 L= ———
@ — b= b — dac 4ac

Ainsi, dans ’hypothése b* — 4ac > 0, 'équation (1) a deux racines
fournies par la formule (2).
- On constate facilement I'identité de cette formule avec celle qui a été
trouvée précédemment, en multipliant les deux termes de la fraction

Qe

—b"‘\/b’

par — b = y/b* — 4ac, avec correspondance des signes.

107. Remarquons que w’ayant fait aucune hypothdse sur a, la
formule (2) convient encore au cas o a = 0.

Pour savoir ce que deviennent les racines de 'équation (1) quand
la valeur absolue de @ diminue jusqu’ zéro, il suffit donc d’introduire
celte hypothése dans la formule (2).

Le radical /b* — 4ac devient + b, si b cst positif ; et — b, si b est
négatif. Le dénominateur de I'une des racines devient — 2b; celui de
I'autre diminue, en valeur absolue, jusqu’a zéro.

L’une des racines devient — 5; la valeur absolue de l'autre croit
au dela de toute limite,

£n résumé, quand a = 0, I'une des racines cst égale & — % (visible
a priori); l'aulre est infivie.



Propriétés remarquables des racines d’'une
équation du second degré.

Nous supposerons que les racines sont réelles et distinctes.

108. Tarorkme. — Le produit des racines de I'équation
ax* + bx +c¢ =20
est égal au quotient du terme indépendant de x divisé par le coefficient

. c
de x3, C'est-a-dire a re

En effet
_ —b+ Vb —4dac Vb — dac—b
- 2 2a ’
oo = b=V —dac _ — (Vb — dac +b)
- 2a - Q !
d’ou
g — — (b* — duc — b)) _dac _ ¢
- 4a T ia* o

109. RemMarQuE. — Si % > 0, les deux racines, ayant un produit
positif, sont de méme signe.
Si % < 0, les deux racines, ayant un produit négatif, sont de signes

contraires.
110. TakorkME. — La somme des racines de U'équation
ax? + bx +c¢c=20
est égale au quotient du coefficient de x, pris en signe conlraire,

... b
divisé par le coefficient de x*, c'esi-a-dire a — o
En effel ‘

S N
., — b+ Vb — dac i
T = ’
2a .
, —b— b — 4ac
= 2a ;
d'od
, . —2 b
T +x = = -
2u 4

- —
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114. ReMArQuE. — La somme de deux nombres algébriques étant du
signe de celui de ces nombres qui a la plus grande valeur absolue:

Si —§> 0, la racine qui a la plus grande valeur absolue est positive.

Si —g< 0, la racine qui a la plus grande valeur absolue est négative.

112. REMarQuE. — Nous aurons souvent besoin de considérer la

demi-somme des racines de I'équation
ar® +br+c=0.

Constatons qu’elle est égale & — 2%"-

A oe propos, démontrons le théoréme suivant, qui est d’'un emploi
fréquent.

143. Tutorime, — La demi-somme de deux nombres algébrigques
est toujours comprise entre ces deux nombres.

Désignons par a le plus pelit de ces nombres et par b le plus

graund.
Nous avons I'inidentité
(1) a<b.
Ajoutons a aux deux membres ; il vient (18)
2a<a-+b,
d’onr (20) s
a+
<=

Revenons a 'inidentité (1) et ajoutons b aux deux membres. Nous
trouvons

d’ou

a+ b<2b,

a+b
2
En résumé, nous obtenons les inidentités

a<?—_2'_—b<b,

<b.

qui démontrent le théoréme.

114. Remarque. — Si l'on désigne par ' et 2" (2’ <<z") les racines de
I'équation
ax?+ bx+c=0,
Z+a” b
2 2

Ppuisque

cn a b
d<— ;‘;<$'.
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118. CoroLLAIRE. — La condition nécessaire et suffisante pouir que
les racines, supposées réelles, de 1'équation
ax* + bx +c¢c =0, (a20),
sotent de valeurs absolues égales et de signes contraires, est
b=0.

" En effet, il faut et il suffit que la somme des racines soit nulle.

Puisque cette somme est égale & — g, il faut et.il suffit que

=0,

i
Qe

c’est-h-dire que
b=0.
116. — CoroLLAIRE. — Pour que deux équations du second degré
Ax? +Bx+ C=0,
ax*+bx+c=0
atent les mémes racines, i faut et il suffit que les coefficients soient
proportionnels, c'est-G-dire que Uon ait
A B C
a b ¢
1° La condition est nécessaire. En effet, si les racines sont les
mémes, la somme des racines de la premiére est égale a la somme

des racines de la seconde, et

_B__»%
De méme, les produits sont égaux, et

C_¢

A a

Done

A_B C
a b ¢

20 La condition est suffisante, car si
~ A_B_C
a b ¢

#n désignant par k la valeur commune a ces rapports, ot 3

A =al,
B =0k,
' C=ch,

et la premiére équation s’écrit
k(ax*+bx+c=0,
Elle est équivalente & la seconde (38).
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1171. ProBLiME. — Trouver une équation du second degré dont les
racines soient deux nombres donnés « et 8.

11 est évident (90) que ’équation

(@—a)r—p)= 01
qui s’écrit encore
o —(a+ B)x + af =0,

répond & la question. '

Donc, en vertu du théoréme précédent, on aura toutes les solutions
du probléme en prenant I'équation

Ax? — Ma + By + 2o = 0
et donnant successivement & A toutes les valeurs possibles.

Détermination « a priori » du signe des racines d'une
équation du second degré.

118. — Soit I’équation

ar® + bx +c¢ = 0.

Nous supposons que les racines de cette équation sont réelles et dis-
tinctes, la question qui nous occupe n’ayant de raison d’étre que dans
cette hypothése.

On sait que deux nombres sont de méme signe ou de signes contraires,
selon que leur produit est positif ou négatif, On sait aussi que si deux
nombres sont de méme signe, ils sont du signe de leur somme et que,
s’ils sont de signes contraires, celui qui ala plus grande valeur absolue
est du signe de cette somme. Par conséquent, le produit des racines de

. . b
P'équation proposée étant égal _cd et leur somme égale 3 — P
1° Si T'on a
c
- > 09
a
. . b
les deux racines sont toutes deux du signe de — pa
2° Silona
c
-<0,
a
les deux racines sont de signes contraires; celle qui a la plus grande

. b
valeur absolue est du signe de -

APPLICATIONS :
1° Soit
2 — 3z +1=0.

Les dcux racines sont positives.
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2° Soit
2t +3x+1=0.
Les deux racines sont négatives.
3° Soit
— 2+ 3z+1=0.

Les deux racines sont de signes contraires ; celle qui a la plus
grande valeur absolue est positive.
4° Soit
—21*—3z+1=0.
Les deux racines sont de signes contraires; celle qui a la plus
grande valeur absolue est négative.

Discussion des racines d'une équation du second degré.

119. DermaTioN. — Discuter les racines d’une équation, c’est :

4o Chercher si ces racines sont réelles ou imaginaires ;

9° Déterminer leurs signes, quand elles sont réelles.

Cette discussion résulte évidemment de I'examen :

1° Du signe du réalisant ;

2° Des signes du produit et dela somme des racines.

Un exercice suffira pour faire comprendre la méthode qu’il faudra
suivre.

120. — Discuter les racines de U'équation
xt—-20—1)x+2+1=0,
dans laquelle X peut recevoir ume valeur quelconque depuis — oo
jusqu'd + oo .
{1° Le réalisant de cette équation est
p=A—1)2—2(2+1)

1

dont le signe est connu quand on connait la relation de grandeur des

ou

nombres A et% (voir n° 89).

2° On a facilement les signes du produitg et de la somme — -g des

racines, quand on connait les signes des coefficients a, b, c¢. Ces
signes dépendent de la grandeur de A par rapport a
0, 1, —1.
Ces remarques faites, la discussion n’offre aucune difficulté.
Elle est résumée dans le tableau suivant :




c |—b
A P a c - |— CONCLUSIONS.
a a
—o0
+ |-+ =]+ ]+ Les racines sont positives. A
—1 Une racine change de signe en
AR R A ***°9 passant par zéro.
Les racines sont de signes con-
+ | — |+ |+ | — | + | traires; celle qui a la plus grande
valeur absolue-est positive.
0 Une racine change de signe en
s R passant par l'infini.
+ |+ |+ |+ |+ — Les racines sont négatives.
1 Les racines sont égales entre elles
3 et égales &4 — 2.
1 Les racines sont imaginaires.
-+o0

FORMES REMARQUABLES SOUS LESQUELLES ON PEUT METTRE
LA FONCTION DU SECOND DEGRE |

121. Soit
F(x) = ax?® + bz + ¢.
On a

bx ¢
F(w):a(w’+-g+b-)
br b b ¢
a(w’+—-+ +)
a

ka* ko' a

_ | by b’—4ac]
_.a[(a:—r%)-———m’
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Trois cas se présentent :

e . b — 4dac> 0.

ac - .
étant positive, a deux racines carrées algd-

Vb — 4ac
2a

b —4ac (Vb — dac\?
La’ = Qa '
Par conséquent

Flz)=a [(w + gb&)’ <‘/b2 % 406) ] .

La grande parenthése est une différence de deux carrés.
On a donc

_ b Vb — 400) \/b’ 4ac>
F(”)-“G”*%‘T (“” R TR

=a<w_—b+‘/b’ 4ac)(x —b— /b — 4ac)

La quantits 2=
quantit i

briques (91). Considérons I'une d’elles,

par exémple. Nous

avons l'identité

2a 2a
Posons
., —b+ Vb —dac
X = % ’
, —b—yb —4ac
=T

Il vient enfin
F(x) = a(x — a')(x — ).

Remarque. — Nous aurions trouvé le méme résultat si nous avions

e . . b — 4ac
choisi Yaulre racine carrée algébrique de T
Qe b* — 4ac = 0.
Dans ce cas
b\*
F(r)—=a (w+2 )
ou bien
F(x) == a(x — &),
si 'on pose
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3° b® — 4ac < 0.

b\* 4ac—b
) F(a:)=a[(ac+9—&>+———'4az ]
ac — b?

e est une quantité positive. En désignant par N l'une de ses
racines carrées algébriques et posant

b
w+2—a_M,

F(a) = a(M?* + N2),
Resumt. — Si 'on a

il vient

>0 alx — &')(x — «')
b*—dacs=10 F(m)::%a(oc—w')2
<0, a(M? + N?),

122. Remarque. — Dans le premier cas, on voit que F(x) s’annule

" pour les deux valeurs de x que nous avons appelées x’ et =" et ne

s’annule que pour ces valeurs. Cela devait étre, puisque, dans ce cas,
I'équation
F(x)=0
a deux racines réelles. Remarquons I'identité, d’ailleurs nécessaire,
enire les racines de I’équation et les nombres désignés ici par o’ et x”.
Dans le second cas, la fonction F(a) s’annule pour la valeur
unique x =x', qui est et doit étre la racine double de I’équation

F(m) =0.

Enfin, dans le dernier cas, la fonction F(x) ne s’annule jamais,
puisque N? estdifférent de zéro et que M?* est toujours positif ou nul.

Drailleurs, V’équation
Fiz)=0

a ses racines imaginaires.

Détermination du signe que prend la fonction
F(x) = ax* + bz + ¢
quand on donne a x successivement toutes les valeurs
depuis — o jusqu'a + .

123. Cette détermination est une conséquence de la question précé-
dente. Comme dans cetle question, nous distingucrons donc trois cas :




— 60 —
{o b — 4ac > 0.

On sait (121) que
F(z) = a(x — &')(x — &°).

Désignons, pour fixer les idées, par ' la plus petite des quantités o’
et " et donnons & x une valeur quelconque comprise entre — « et &'.
(x — x') est négatif; (x — a") 'est a fortiori. Le produit (x — ') (@ — a”)
est positif.

F(x) est du signe de + a.

Donnons maintenant 4 x une valeur comprise entre x' el .
(x — ') est positif; (x — ") est négatif. Le produit (z — o')(x — &)
est négatif.

F(x) est du signe de — a.

Enfin, attribuons 4  une valeur quelconque comprise entre x” et
+ . (©x — &) est posilif; (x— a') I'est a fortiori. Le produit
(x—a')(@ — 2) est positif.

F(x) est du signe de + a.

En résumé, F(z) est du signe de + a quand on donne & une valeur |
extérieure 4 Vintervalle déterminé par les nombres #” et #”, du signe
de — a quand on donne &  une valeur comprise dans cet intervalle.

Rappelons que pour £ = o’ et £ = «" la fonction F(x) est nulle.

Qo b* — 4ac = 0.

On sait (121) que
F(x) = a(x — ).

Quand on donne 4 a toute autre valeur que &', (x — &’)? est positif.
F(z) est du signe de + a.
Rappelons que pour & = ' la fonction F(ax) est nulle.

3° b — 4ac < 0.
Dans ce cas (121)
F(z) = a(M* + N?).
Quelle que soit la valeur donnée 3 w, la parenthése, qui est une
somme de deux carrés, est toujours positive.
F(x) est toujours du signe de + a.

124. Remarque. — Constatons que pour & = = o0, F(2) est, dans
tous les cas, du signe de + a.
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Constatons, en outre, que F(z) ne peut prendre le signe de — a que
si son réalisant est positif.

125. ReMarQue. — Pour étudier le signe d’une fonction du second
degré, on formera son réalisant. On saura, dés lors, dans lequel des
trois cas précédents on se trouve placé. Il n’y aura plus qu’a appliquer
les résultats que nous venons de donner.

Exemples :

1o Soit

F(x) = o* — « + 1.

Le réalisant étant négatif et le coefficient de 2* positif, on a, quel que
soit x,
F(z) > 0.
2° Soit
F(x) = bx* — hax + 1.

Le réalisant étant nul et le coefficient de z* étant positif, on a, quel

que soit x,
F(@) > 0,
excepté pour & = %, auquel cas
F(z) = 0.
3° Soit ,
Flz) = — a2* + 3z — 2.

Le réalisant est positif. F(x) s’annule pour z = 1 et = 2. Le coeffi-
cient de x* étant négatif, pour toutes les valeurs de « extérieures a
'intervalle 1, 2, on a

Flz) < 0;
pour toutes les valeurs de & comprises entre 1 et 2, on a

F(z) > 0.

126. AppricATION. — Démontrer que les racines de Véquation
(a+ b+ c)x* — 2(ab + be + ca)z + 3abec =0

sont réelles et distinctes lorsque les quantités a, b, c sont différentes
entre elles et différentes de zéro.
Le réalisant est

p = (ab+ bc + ca)* — 3abe(a+ b+ c)
ou
p=a*(b* — be + c*) — abe(b +¢) + bc.
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Je regarde cette quantité comme une fonction de a.
Cette fonction est du second degré si 'on a-
A=b—bc+c*#0.
Elle serait du premier degré 51 T'on avait
A=0,

On voit facilement que A ne peut étre nul (122), en considérant
cette quantité comme une fonction du second Adegré en b, formant
son réalisant qui est — 3¢?, et constatant que ce réalisant est négatif,
puisqu’on a ¢ 0. ’

Tl résulte de 1 que p est une fonction du second degré en a. Nous
aurons donc son signe en employant la méthode ‘indiquée au n° 123.

La fonction p a pour réalisant

o’ =bic*(b+c)* — 4b2c*(b* — be+ ¢¥)
ou
p' = — 3bkc* (b —c)*.

Par hypothése, b et ¢ sont différents entre eux et différents de zéro.
¢’ est donc négatif et o (123) est du signe du coefficient A’ de a*.
D’ailleurs, ce que nous venons de dire relativement & A et 4 son ‘
réalisant — 3¢*, montre que A est du signe du coefficient de son premier
terme, c’est-a-dire positif.

Conséquence : p est positif. Les racines de I'équation proposée sont |
réelles et distinctes.

Comparaison d'un nombre donné aux racines d’'une
équation du second degré non résolue. |

-

127. Soit I'équation
Flz) = ax* + bx + ¢ = 0, \

dont nous supposons les racines réelles et distinctes. Nous nous propo-
sons, sans résoudre Uéquation, de trouver la relation de grandeur qui \
existe entre les racines et un nombre donné «.
x’ et ” désignant les racines, nous savons (123) que i « est extérieur ‘
4 l'intervalle (z'.z"), F(«) est du signe de + a et que si « est compris
entre =’ et 2", F(x) est du signe de — a.
Donc, inversement : . ’ J
1° Si F(«) esl du signe de + a, x est extérieur aux racines ;
2° Si F(«) est du signe de — a, « est compris entre les racines. ‘
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128. Remarque. — Lorsque F(«\ est du signe de + a, ou bicn « est
supérieur aux deux racines, ou bien « leur est inférieur. 1l importe de
fournir le moyen d’établir une dislinction. : :

. . b .
Je remarque que, dans le premier cas, la demi-somme — % desracincs

étant comprise entre elles, est plus petite que «. Dans le second cas
au contraire, cette demi-somme est supérieure & a.
Il s’ensuit que, inversement :

A b . . .
f°oSilona — % < «, les deux racines sont inférieures & «;

- b . .
2 Si 'on a — % > «, les deux racines sont supérieures 3 «.
129. Remarque. — La comparaison d’un nombre « aux racines d’'une

équation
) ) F(z) =0
exige la formation de F(«).
Il est souvent nécessaire de savoir, en outre, si « est supérieur ou

inférieur & la demi-somme des racines.
Fxemple. — Soit I'équation
' Fz)= —2* + 3z +1=0,

qui a ses racines réelles (103).

Supposons qu’il s’agisse de comparer aux racines les nombres

1, 4, -2
Nous avons
F1)=3, F(4)=-3, F(—=2)=—-2
Comme '
a=—1,

le premier nombre, 1, est compris entre les racines ; les deux aulres, 4
et — 2, sont a I'extérieur.

Dailleurs, la demi-scmme des racines étant g, on voit que 4 eost

supérieur aux deux racines et que — 2 leur est inférieur.

On serait arrivé aux mémes résultats en remarquant que 4 étant
supérieur 4 1, qui est compris catre les racines, ne peut ére que supé-
rieur & ces racines, et que — 2 étant inférieur 4 1, nc peut que leur
étre inféricur.
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Conditions auxquelles doiventsatiataire les coefticients
d’'une équation du second degré pour gua les racines
de cette équation se placent d'une certaine fagem par
rapport a un nombre donné

130. Ces conditions résultent immédiatement des conclusions aux-
quelles nous sommes arrivés dans la question précédente.

Soit

F(z) = ax* + bz + ¢ = 0, (@ #0)

I'équation donnée, dont je suppose les racines réelles.

1° Pour que le nombre « soit compris entre les racines, il faut et il
suffit que a et F(«) soient de signes contraires, c’est-a-dire que I'on ait

@) a.F(«) < 0.

2° Pour que le nombre « soit extérieur aux racines, il faut et il suffit
que a et F(«) soient de méme signe, c’est-a-dire que I'on ait

2 a.Fa) > 0.

Si ’on veut que a soit supérieur aux racines, on devra joindre 4 la
condition (2) la suivante *

b
¢>—-%a

qui s’écrit encore
b

¢+%>0,

1

ou bien, en multipliant les deux membres par la quantité positive 2a®, |
3) a(2ax + b) > 0. \
Si 'on veut que o« soit inférieur aux racines, en outre de la con~ ‘]

dition (2), il faudra la suivante:
b

¢<—-5(—"9

qui s’écrit encore

) " a@ax + b) < 0.

"‘,.___'_‘._..—1-“-_
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131. Remarque. — Les conditions (2) et (3), ou bien (2) et (4), nesoat
suffisantes que dans 'hypotheése ou les racines sont réelles.
Si le contraire pouvait se produire, il faudralt y joindre
b — dac >
132. Remanoue. — Il est inutile d'écrire que les racines sont réelles, .
lorsqu’on emploie la condition (1), car elle entraine la réalité des racines,
puisque F(z) ne peut étre du signe de — a que si les racines de
I’ équation F(g) = 0
sont réelles et distinctes (12%).
133. AepricaTion : Etant donnée I'équation
Flg) = —a*+ o+ 2 =0.
1° Déterminer X de facon que 3 soit compris entre les racines.
1l faut et il suffit que I'on ait

a.F(a) < 0,
c’est-a-dire -
- F3) <o,
ou
—6+2>0.
La question revient donc A la résolution de I'inéquation
A—6>0.

Tous les nombres supérieurs & 6 résolvent le probléme.

2° Déterminer A de fagon que 3 soit supérieur aux racines.

Les racines de ’équation pouvant étre imaginaires, nous devons
écrire tout d’abord que le réalisant doit étre positif, ce qui donne la
condition

1+ 48 >0.
D’ailleurs, nous savons qu’il faut poser en outre
al(a) >0 et a(2aa + b) > 0,
c’est-a-dire '
—(A=—6)>0 et —(—6+1)>0,

et que cela suffit.
Or, la derniére de ces conditions est satisfaite d’elle-méme. Done, €1
définitive, il faut et il suffit que I'on ait simultanément
H.+1>20 et —2+6>0,
1 .
~ i < A<L<6.

Tous les nombres compris entre — 2—et 6, ainsi que — %résolvent Ie

ce qui revient i

probléme.
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Séparation des racines.

134. DérnTioN. — Lorsque deux nombres comprennent entre eux
une racine d’une équation et une seule, on dit qu’ils séparent cette
racine. ’

Séparer les racines d’une ¢quation, c’est donc déterminer un certain
nombre d’intervalles tels que chacun d’eux comprenne au plus une
racine.

Remarque. — La séparation des racines de I'’équation du second
degré permettra, dans un grand nombre de questions, d'éviter les
calculs souvent difficiles que nécessite 'emploi des formules.

183. TutorkME. — Pour que les nombres « et 3 séparent une racine
de Uéquation
F(x) =ax* + bx +¢ =0,
tl faut et il suffit que F(«) et F(B) soient de signes contraires.

1° La condition est nécessaire. En effet, si les nombres « et 8
séparent une racine, I'un de ces nombres est nécessairement compris
cntre les racines et l'autre est en dehors de lintervalle qu’elles
déterminent. L'un des deux nombres F(«) et F() est du signe de —a
¢t 'autre du signe de + a (123).

F(z) et F(B) sont dc signes contraires.

2 La condition est suffisante. En effet, si F(z) et F(B) sont de
signes contraires, I'un de ces nombres est du signe de — a. Les
racines sont alors réelles et distinctes (132) et I'un des nombres
o et B est compris entre les racines. Comme Il'autre nombre est
nécessairement en dehors des racines, il s’ensuit que les nombres
« et B séparent une racine. ’

Ainsi, pour que les nombres « et 3 séparent une.racine, il faut
et il suffit que F(x) et F(B) soient de signes contraires ; le théoréine
est démontré.
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136. Remarque. — Désignons par &’ la plus petite des racines, par a
le plus petit des deux nombres = et 8, et supposons F(x) et F(g) de
signes contraires.

L’un des deux nombres F(a) et F(g) est du signe de + a; lautre est
du signe de — a. Deux cas se présentent :

1° F(e) est du signe de + a; F(g) est du signe de — a.

F(+ oo) étant du signe de + a (124), B et + co séparent une racine;
a et § séparent I'autre, et 'on a

—<a< T <P < + 00.
2° F(a) est du signe de — a; F(g) est du signe de + a.
F (— o) étant du signe de + a (124), — et « séparent une racine; .
a et B séparent l'autre, et 'on a
—0<T<a<T <P + 0.

4817. AreruicaTioN. — Soit I'équation
(@ + b + c)x® — 2(ab + bec + ca)r + 3abc = 0,
dans laquelle on suppose que les quantités a; b, ¢ sont dlstlnctes et
différentes. de zéro.
Nous avons vu (126) que les racines de cette équa.tlon sont réelles

et inégales. Le théoréme précédent fournit du méme fait une démon-
stration rapide.

Désignons par F(z) le premier membre de I'équation et calculons
F), Fb),  Flo

Nous trouvons '
F(a) = a(a — b)@ — o),
F(b) = b — ¢)(b — a),
F(c) = c(c — a)ic — b).

Les lettres a, b, ¢ entrant de la méme manibdre dans les coefﬁcien_ﬁ
de I'équation, nous ne particulariserons pas en supposant

’ a<b<e.
Nous voyons alors que

F(a) est du signe de + a,

Fo) ...... =1
Feey ... ... +ec.
Sia et ¢ sont de méme signe, puisqu’on a
a<b<e,



b a le méme signe que @ et ¢, et — b a le signe contraire. Les
nombres F(a) et F(b) sont de signes contraires, ainsi que les nombres
F(b) et F(c). Il s’ensuit que les racines sont réelles, distinctes et
séparées par

a b c.

Si a et ¢ sont de signes contraires, les nombres F(a) et F(c) sont de
signes contraires. L’une des racines est comprise entre a et ¢; I'autre
est & lextérieur de lintervalle (@, ¢). Les deux racines sont donc
encore réelles et distinctes.

138. Probléme. — Déterminer X de fagon que les deux nombres
— 4 et + 1 séparent une racine de l'équation

F@'\=0 + 2)* — 2z +1=0.
Nous savons (133) que pour que les nombres — 1 et + 1 séparent

une racine, il faut et il suffit que F(— 1) et F(+ 1) soient de signes
contraires, c’est-a-dire que l'on ait '

F(—- 1).F(+ 1) <O.
F(—1)=2\+3, F+1) =3
Nous devons donc déterminer A de fagon que 'on ait

3@+ 3) <0,

3
l<—§'

Or,

ou

Les solutions du probléme sont tous les nombres inférieurs 4 — g .

Observations relatives a la substitution de deux
nombres « et § dans le premier membre de 'équation

F(év):am’+ba:+c=0

lorsque les résultats de cette substitution sont de
méme signe.

139. Supposons « < B. Par hypothése, les deux nombres F(x) et
F(g) sont de méme signe. Ils sont alors, ou bien du signe de — a, ou
bien du signe de + a.

1° S'ils sont du signe de — a, F(— o0 ) et F(+ o) étant du signe de
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+ a (124), — oo et « séparent une racine; g et 4+ oo séparent 'autre.
Les racines de I'équation sont réelles el I'on a, en désignant ces racines
parx’ etz’ (& < "),
-~ <F<e<B< 2 < + oo,
2° S’ils sont du signe de + a, les nombres
— ® a g + o0

donnant par leur substitution des résultats de méme signe, ne séparent
pas les racines qui peuvent éire réelles ou imaginaires.

Lorsque les racines sont réelles, elles sont toutes deux dans I'un des
intervalles

— 0 a g + o
et, puisqu’elles comprennent entre elles leur demi-somme (114), elles
sont dans celui de ces intervalles qui contient leur demi-somme.

140. AppricaTiON. — Soit I'équation
-2 +3z+2=0.
Donnons successivement a x les valeurs
— 0, -1, 0, 3, §, + 0.
Le premier membre de I'équation prend différentes valeurs dont
ies signes sont : '
- - + + — -

Ces signes n’étant pas tous les mémes, les racines sont réelles. En

outre, on a
—1<2<0 e 3I<z"<4

Considérons particuliérement les nombres 0 et 3.

Les résultats correspondants ayant tous deux le signe de — a, les
racines sont extérieures & I'intervalle (0.3).

Enfin, considérons les nombres — 1 et 4.

Les résultats ayant tous deux le signe de + a, les racines sont
dans celui des trois intervalles

‘ . 3 .
qui contient leur demi-somme 3 Elles sont comprises entre — 1 et 4.

141. Remarque. — Lorsqu’une équation du second degré a ses
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racines réelles, les considérations précédentes fournissent une méthode
pour déterminer les signes des racines qui, bien que peu différente de
celle qui a été exposée plus haut (118), est cependant bonne 4 connaitre.

On calcule '

F(— ), F(0), F(+ ).

Si ces trois quantités n’ont pas le méme signe, les racines sont de

part et d’autre de zéro; elles sont de signes contraires.

Si ces trois quantités ont le méme signe, les racines sont dans celui
d~s intervalles
) — 0 + o

qui contient leur demi-somme; elles ont toutes deux le signe de leur
demi-somme.

142. ArpricaTION. — Discuter les racines de I'équation
F(x) = (A — 1)x* — &x — 20 + 2) = 0,
dans laguelle ) peut recevoir ume valeur quelconque depuis — o
Jusqu'a + .
1o Le réalisant de cette équation est
1602 + 8(A — 1)(2 + 2)

8(3x + A — 2).

ou
11 est du signe de
P = 3;\. -+ )\ - 20
Cette expression est une fonction du second degré en A qui a un
réalisant positif (103). Elle peut donc se mettre (124) sous la forme
3 — VM)A — X,
En calculant A’ et A" (121), on trouve
2

3

p=3D— (- O)(r - g)

2 F(— ) et F(+ o) sont du signe de A — 4.
F(0) est égald — 2[x — (— 2)].

+x .
R des racines est

V= -1, 'y

Aiusi,

3° La demi-somme e

D
i C'est une frac-
tion dont le signe est connu quand on connait celui de chacun de
ses termes, c’est-a-dire celui de A — 0 et celui de A — 1.
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En résumé, les signes des quantités

x + &

p K—w®) FO, F+w), =3

dépendent de la grandeur de X par rapport aux valeurs remarquables
- i’ ‘ 2 l, - Qy 09

qui se rangent dans l'ordre suivant :

- 29 - i’ 0’ ‘g,
Ceci posé, la discussion n’offre pas de difficulté. Elle est résumée
dans le tableau suivant :

1.

x+a

A p |F(—==»)| FO) |F(+=) CONCLUSIONS

— Les racines sont de si-
gnes clontraireg. i

La plus grande en valeur
+ — + — + absolue est positive.

-9 . . L'une des racines change
------ e® e v o ® e 00 e s e e designeeﬂpﬂssﬂnlpa!‘ZérO.

Les racines sont posi-
tives.

-1 Les racines sont égales

letégales&i.

0 - Les racines sont imaginaires.

Les racines sont égales
ot égales & — 4

col po

+ _ _ Les racines sont néga-
- - tives.

L’une des racines change
1 |...... ceveen de signe en passant par
Iinfini.

Les racipes sont de si-
+ + - + + gnes contraires.

La plus grande en valeur
absolue est positive.

+
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\QUATIONS DU SECOND DEGRE

[uation du second degré est de 'une des deux formes
~bx+¢c>0 et axt+ bx+¢<0,

1a # 0.

rme se raméne & la premiére quand on fait passer tous
remier membre dans le second en changeant leurs
n qui fournit une inéquation équivalente.

donc ne nous occuper que de I'inéquation

_aa;’+ba;+c>0, (a #0).

RESOLUTION DE L'INEQUATION
art +bxr+c¢>0, (a # 0).
1s par F(x) le premier membre de cette inéquation et

Salisant b* — 4ac de la fonction F(x).
présentent, selon que I'on a

>0
b*—4dac{=0
< 0.
b — 4ac > 0.

'121) que la fonction F(z) peut se mettre sous la forme
F(@) = a(z — 2')(z — &),
ant les racines réelles de I'équation
F(z) = 0.
‘onc 4 résoudre l'inéquation
F(z)=a(z— ) (x - z")>0,

archer les valeurs de z qui rendent F(z) positive.
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Drailleurs, nous avons vu (123) que F(x) est du signe de + @ quand
on donne 4 x une valeur extérieure a l'intervalle (z’.z"), et que cette
fonction est du signe de — a quand on donne 4 z une valeur comprise
entre &’ et z'.

Par conséquent :

Si 'on a a >0, les solutions de I'inéquation sont tous les nombres
extérieurs 4 lintervalle (#'.2"). En supposant &’ < a’, ce sont tous
les nombres”définis par

—ow Lzl et <L +>o.

Si 'on a a <0, les solutions de I'inéquation sont tous les nombres
compris entre &' et z". Ce sont tous les nombres définis par

r<<r<a’.
20 b* — dac = 0.
Dans ce cas '(19.1), F(x) se met sous la forme

Fx) = a(x — &),
& étant la racine double — -2% de I'équation

F(x) = 0.
Il faut résoudre I'inéquation
F(x) =a(@— x>0,

Si I'on a @ > 0, les solutions (123) sont tous les nombres depuis
— oo jusqu’d + oo, excepté le nombre 2.
Si 'on a a < 0, I'inéquation n’a pas de solution.

3o b — dac < 0.
F(x) se met (121) sous la forme
F(z) = a'M* + N),
et I'inéquation A résoudre est
F(z) = a(M?* 4+ N*) > 0.

En se reportant & ce qui a été dit (123), on voit que si ’on a
a > 0, les solutions de I'inéquation sont tous les nombres depuis
— oo jusqu’d + o0, sans exception, et que sil'on a a < 0, I'inéquation
n’a pas de solution.



wuE. — La résolution de Iinéquation du second degré

ement sur la considération des signes du réalisant et du
2

:8olution de la relation conditionnelle
ax® +bx + ¢ >0, (a # 0).

solutions d’une rclation conditionnelle étant les solutions
on et les racines de I'équation correspondantes, on a les
vants :

b* — dac > 0.
.es solutions sont les nombres définis par
—oL e < a et r<rg +o,
e sont les vnombres définis par

< ae<a.

b — 4ac = 0.

.es solutions de la relation sont tous les nombres depuis
4 + oo, sans exception.
La relation a une seule solution, qui est

x =_a:'.
b = dac < 0.

ses solutions de la relation sont tous les nombres depuis
a4+ o, '
.a relation n’a pas de solution.

JCATIONS

néquation
r—-—x—-2>0.

nt est positil et les racines de I'équation

o —-—x—-—2=0

=1 et 2" =92
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Le coefficient de z* est positif.
Les solulions sont définies par

—oger<—1 et 2< e+ D,
Remarque. — La relation conditionnelle
»—z—-220
admet, en outre, les solutions — 1 et 2.

20 Soit I'inéquation
—+2+2>0.

Le réalisant est positif et I'équation

-2+ +2=0
a pour racines :
d=~-1 et z"=2.

" Le coefficient de a? est négatif.
~ Les solutions sont définies par

-z
Remarque. — La relation
—+z+ 220
admet, en outré, les solutions — 1 et 2.

3° Soit I'inéquation
fot - b+ 1> 0.

Le réalisant est nul et 'équation

dor — 4+ 1 = 0
admet la racine double &' = _;-

Le coefficient de x* étant positif, tous les nombres,

“sont des solutions de Pinéquation,
Remarque. — La relation

it =dz+1>0

a pour solutions tous les nombres depuis — o jusqud + ¢
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‘inéquation

—dr*+dx —-1>0,
sant est nul et I'équation

— 4 + 4 -1 =0
acine double 2’ = %
icient de z* étant négatif, I'inéquation n’a pas de soluticn.
te. — La relation

-4t +4x—~120

slution .'1;.— !
—9

inéquation :
a*—z4+1>0.

sant est négatif. Le coefficient de x* est positif. Tous les
epuis — o jusqu’d + oo sont des solutions deVinéquation.

inéquation :

—+z—-4>0.

sant est négatif, ainsi que le coefficient de z*. L'inéquation
solution.

te. — Les résultats ne sont pas modifiés quand on considére
s conditionnelles qui correspondent aux deux derniers cas,
quation que renferment ces relations n’a pas de racine.

’inéquation
xt—a*> 0.

ait appliquer la méthode générale; mais si I'on remarque que
o — at = (x + a){@ — a),
n s’écrit
(@ + a)(z — a) > 0,
que ses solutions sont tous les nombres extérieursa 'intervalle
—a + a.
te. — La relation conditionnelle

B —-ar20

les deux solutions — a ¢t + a,
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148. Remarque. — Si I'on a une inéquation de la forme
wr + b +¢ <0,
on lui substitue, ainsi que nous l'avons dit, I'inéquation équivalente

—ax* — bx — ¢ > 0.
Exemples : Soit I'inéquation
: o —-—z—2<0.
On résout

- +2+2>0,

qui (voir plus haut) a pour solutions les nombres définis par

-1<z<2
Soit encore I'inéquation
. c. — a’ < 0.
Elle équivaut &
—-(x*—a*) >0
ou a

— (@ + a)(@ —a)>0.
Les solations sont tous les nombres compris dans l'intervalle
| —-a “+a.
Observons que la relation
r—-ar<g0

a, en oulre, les solutions — a et + a.

14Y. ArrricATiON. — Résoudre U'inéquation
A—2x*—2x —1>0,
dans laquelle on suppose que X peut recevoir une valeur quelconque
depuis — © jusqu'a + .
Le réalisant du premier membre de cette inéquation est

P=)\'+;\—2
ou bien

P.—:.()s—i)(l+2).

Le coefficient @ de o* est A — 2.
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s signes de p et de a dépendent donc de la grandeur de A par
port aux valeurs remarquables

-2, 1. 2.

i nous désignons par &’ et x” (' < ") les racines de I’équation

(A~ 2 — Dz —1 =10,

nous supposons calculées 4 ’aide des formules de résolution, nous
ns les résultats suivants : '

P [A—2 RESULTATS
L’inéquation a résoudre est () — 2)(x — ')l — 2") > 0.
+ _ Comme )\ —2<0, les solutions sont fournies par z'<<x < &".

32
p=10 L’inéquation & résoudre est — L( —_ %) > 0.
Elle n’a pas de solution.

L'’inéquation A résoudre est (A — 2)(M* + N2} > 0.
Comme A — 2 < 0, il n'y a pas de solution.

_ L'inéquation & résoudre est — (z 4 1)2> 0.
P =" ) Elle n'a pas de solution.

Les résultats sont les mémes que dans le premier intervalle.

L'inéquation & résoudre est

20 — 4z —1>0 ou bien as<;-%.

1
Les solutions sont tous les nombres inférieurs & %

L'inéquation A résoudre est (A — 2)lx — ')z — x") > 0.
Comme A — 2 >0, les solutions sont fournies par
—e Lz ad o <K+ o

emarque. — Quand A croit depuis + 4 jusqu'da + 2, la plus petite

1
ne décroft jusqu’d — oo ; I'autre tend vers la lLimite — 3. On com
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prend alors que pour & = 2, on ait, comme solutions, tous les nombr
. 1
inférieurs 4 — i

Si A dépasse la valeur 2, la premiére racine saute de — o & 4+«
et devient la plus grande. Par suite, la seconde racine devient
plus petite, et les nombres compris entre les racines lorsqu’'on a A <
deviennent les nombres extérieurs aux racines lorsqu'ona A > 2

Remarque. — Pour avoir les solutions de la relation condition
nelle
(A—2* — 2 —1=0,

il faudrait joindre aux solutions précédentes : les nombres &’ et 2

si A est extérieur 4 lintervalle (—2 . 1); le nombre 5, si A =—¢

1
2
enfin le nombre — 1, si A = 1.
150. ArrrLicaTION. — Résoudre la relation conditionnelle
(@ —1)x* —26x — (2 + 2) = 0,
dans laquelle o et B peuvent recevoir des valeurs quelconques depu
— o jusqu'd + co. ,

Nous savons (148) qu'il nous est nécessaire de connaitre le sig
du réalisant de la fonction de a qui compose le premier membre
la relation, ainsi que celui du coefficient de act.

1° Le réalisant est
p=ad+a+ =2

C'est une fonction du second degré en a.
Cette fonction a pour réalisant

Lorsque B est extérieur & I'intervalle
3 3
-3 + é’

py est négatif. Quel que soit @, p est du signe de son premier term
c’est-a-dire positif (123).
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st compris entre les nombres — ?2- et + 3 Pt est po-

p= (2 — o)z — o),
ir o et «” les racines de 1'équation
w?+a+pr—2=0,

»se calculées. Dans ce cas, le signe de p dépend de la
x par rapport aux valeurs remarquables o’ et o’.

sient de a* est « — 1. Son signe dépend de la grandeur
ort a 1. V

pouvoir déterminer les signes de p et de o — 1, il est
de connaitre la relation de grandeur des trois valeurs

oy <, i,

s classer ces valcurs.
ent résultera de la comparaison de 1 aux racines de

q;(a):u’ﬂ—a-l—@’—?:o.
e (1) (voir n® 427). Nous lrouvons
o(1) = ¢

itif, ainsi que le coefficient de «3. Le nombre 1 est exté-

. - . . i
ines. Drailleurs, la demi-somme des racines est — 3 (I

. est supérieur aux deux nombres « et «’. Si je suppose
d L <1,
. — Désignons par &' et " (' < ") les racines de
(a=1)x* -2 — (2 +2) =0,

it réelles et distinctes.
:as se présentent :




- 3
I. B est extérieur & l'intervaiie (— -:'3', + —) .

2 2
‘ o p |2—1 CONCLUSIONS
—®
+ - Les solutions sont données par &’ < ¢ < &°.
3
si3<0, x}—;
1. |a—t=0{ L faut ) o5y 3>0 doy {— — "

résoudre H
si ﬁ >07 T < _'2_

Les solutions sont données par

+ | + —oLs<s e e +o.
+
9
IL 1 ="C.
P 4
Ona
1\2
=(a+=) -
e (“ 2)
a p |x—1 CONCLUSIONS
—o0
+ | - Les solutions sont données par &' < = << z'.
. 3
SIfp—=— — &=
- .l_ _ ,_ . Nnyaquune _ B B 2
91" creelp =0 (&= golution: “a—1).. 3
Slﬁ: é’ T=—

+ | - Les solutions sont données par 2’ << z < 2.

) b LY 1t | ep, .
1 ].. 0| a—1=0 césondre | 2Bz —3 >0, d'od

Les solutions sont données par
—_eL e LT et rL< e+,
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3 3
- T
[H AR 3 <t < 3
On a ‘
p=(a — o) (a—2a).
a p |a—1 CONCLUSIONS
—®
+ | — Les solutions sont fournies par 2’ < ¢ < &
@ || - -] P=0 }d:d’.lln'yaqu’une solution : @ = — B—i.'
= Il n’y a pas de solution.
I P p=03z’=a;". Il n'y a qu'une solution: & = 'B -
[
+ - Les solutions sont fournies par &’ < z < z'.
A 3
8if<L0, z>— %
L]oen |mfamt=0 B {280 —3 >0, doi{SiF=0. pudesoution
. 3
SIB>09 LA —EE'
Les solutions sont données par ‘
+ | + ) —xLz Ly o Lrl+®.
-+

151, AppricaTioN. — Trouver les valeurs de N qui rendent réelles
les racines de U'équation ‘
1) (a—aN)x*+ (b—bA)x+(c—ch)=0,
obtenue en chassant les dénominateurs dans Uéquation
ax? + bx +c¢
axt*+ b'x+¢
et faisant passer tous les termes du second membre dans le premier,
Le réalisant de I'équation (1) étant
(b—b2)* — 4(a — a'))(c — )

<
= A




___anill

eu bien
A (bt — da'c’) — [ b’ — 2(ac’ + ca')] + b* — 4ac, .

la question revient évidemment a la résolution, par rapport 4 3, d
relation conditionnelle

(@) 9(d) = M(b* — 4a'c’) — [ bY — Xac’ + ca’)] + b* —4dac > 0.
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Deux cas se présentent, selon que b — 4a'c’ est différent de
ou égal & zéro.

L b — 4a'd £ 0.

La fonction ¢(3) est du second degré en A.
Calculons son réalisant R.

R=[bb - 2ac’ + ca’)]t — (b — 4a’d)(b* — dac).
R peut é&tre positif, nul ou négatit.
1o Soit R > 0. L’équation
o(}) =0
a ses racines A’ et 1 ()’ < 1") réelles, et la relation (2) s’écrit
(0 — 4a'c)A =)A= 2") = 0.

Silona b%—4a'c >0, Iles valeurs cherchées sont données
¢ et Vi +».
Si'ona b --4a'c <0, Iles valeurs cherchées sont données |

—0<L AL

V<ag),
2° Soit R =0, L’équation
¢(A) =0

a ses racines égales, et la relation (2) s’écrit
b —da’cd) A —=Xp > 0.
Sil'on a b'* — 4a’c’ >0, tous les nombres depuis — oo jusqu’a -
satisfont & la question.

Silon a b"* —4d'’c’ <0, le probléme n’admet qu'une solulion,
est
A=\
| 8 Soit R<0. Léquation
?(2) =0
a ses racines imaginaires, et la relation (2) prend la forme

(b = &a'c)(M2 + N2) > 0.
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Nous démontrerons plus loin que, dans nos hypothdses, 4"t — 4a'c’
ne peut pas 8tre négatif. Cette quantité étant supposée différente de zéro,

on a
b — 4a'c’ > 0,

et A peut recevoir toutes les valeurs depuis — o jusqu'a 4-o0 .
IL bt —4a’c’ = 0.
La relation (2) devient
3) — 2A[bb" — 2(ac’ + ca’)] + b* — 4ac >0,
le coefficient de A pouvant étre positif, négatif ou nul,
1 «— 2[bb — 2(ac’ + cu)] > 0.
La relation (3) équivaut a4 la suivante :
» v — dac
2[bb’ — 2(ac’ + ca')]”
En désignant par )’ le second membre de cette relation, les solutions
cherchées sont données par

A=

V<A< 4+,
20 — 2[bb" — 2(ac’ + ca’)] < 0.

' La relation (3) équivaut a

A b* — hac

< =
2[00 — 2(ac’ + ca')]

Les valeurs cherchées sont données par
—_—o <AL,
3 — 2[bb" — 2ac’ +ca’)] =0,

La relation (3) devient
b — 4ac >0,
Elle est indépendante de 2,

Nous élablirons tout & I’heure que, dans nos hypothéses, b* — 4ac
ne peut pas étre négatif. La relation (3) est donc toujours satisfaite,
quel que soit . Les solutions de la question sont tous les nombres
depuis — o jusqu'd + o0

Remarque. — En développant I'expression R, on trouve

R = 4[p*d'd — bb'(ac’ + ca’) + (ac’ — ca’)* + ach’].
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Cest une fonction du second degré en b dont le réalisant est

b*(ac’ + ca')* — 4da'c’'(ac’ — ca’)® — daca'db'®

ou bien
(b — 4a'c')(ac’ — ca’)*.
Supposons
b* — 4d'd <0,
te qui entraine
4a'c’ > 0.

Le réalisant de la fonction R n'est pas positif. Cette fonctio
toujours du signe de son premier terme, & moins qu’elle ne soit 1
Comme le coefficient du premier terme est 4a’c’, quantité pos
on voit que R est toujours supérieur ou égal i zéro.

Il résulte de la, ainsi que nous l'avons dit plus haut, que I'c
peut pas avoir simultanément

R<0 et 0*—4dd <0,

On peut encore donner de cette propriété la démonstration
vante (*):

I suffit évidemment d’établir que lorsque b — 4a’c’ est n¢
I’équation ¢ (A) = 0 a ses racines réelles.

2()) peut se mettre sous la forme

/9 —_— ’ —_— ——
1= (5 =) - e (§-2) G- 2)
Sl est égal & I'un des nombres : :;i" P’équation ¢(2) =0

la racine A= ; L’une des racines étant réelle, les deux racines
réelles. |

Si II:, est différent de chacun des nombres et— p q:( )et 9 (c‘
des quantités positives. Comme ¢ (—o0) et q>(+ o) sont du sig
b"*— 4a'¢’, c'est-a-dire négatifs, 'une des racines est comprise

— oo et la plus petite des quantités Z—, et g et’autre entre la plus g

de ces quantités et +o§ . Les deux racines sont réelles.

(*) Cette élégante démonstration nous a été CA;mmuMquée par M. |



18 reste & montrer que si
b*—4a'c =0
by —2(ac’ +ca’) =0,
b — 4ac > 0.
®se je tire
b3 = &(ac’ + ca’)
4a’c’b* = Hac’ + ca’)t
' — hac)a'd’ = (ac’ — ca’)’
lisque
da’c = b,
st positif ou nul.

b —4ac>0.

JN SYSTEME DE DEUX INEQUATIONS
DU PREMIER DEGRE, L'AUTRE DU SECOND

f(x)>0,

F(x) >0
vement équivalentes aux inéquations du sys-
2 que la premiére soit du premier degré et
agré.
dme sont les solutions communes aux deux

de la fonction F(z); désignons ce réalisant
efficient de «?* dans la fonction F(zx).

p<O0.

-

a>0,
olutions (144) tous les nombres depuis — oo
ions du systéme sont celles de I'inéquation (1).

a<o0,
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I’inéquation (2) n’a pas de solution (144). Le systéme n’a aucune
solution.

20 p=0.
Désignons par ' la racine double de I'équation
F(z) =0.
Sil'on a
a>0,

I’inéquation (2) a pour solutions (144) tous les nombres excepté «.
Le systtme a pour solutions toutes les solutions de I'inéquation. (1),
2 Pexception de &’ lorsque cette quantité figure parmi les solutions

de (1).
Si I'on a
a<0,
Yinéquation (2) n’ayant pas de solution, il en est de méme du sys-
téme proposé.
3e p>0.

Soient 2 et &" les racines de I’équation
F(z) =0,
et « celle de I'équation
f(x)=0.

Nous savons (84) que les solutions de P'inéquation (1) sont, ou
bien tous les nombres supérieurs & «, ou bien tous les nombres
inférieurs & cette méme quantité.

Nous savons aussi (144) que les solutions de I'inéquation (2) sont
les nombres extérieurs & lintervalle (2'.2"), si a est positif, et les
nombres compris dans cet intervalle, si a est négatif.

I nous faut choisir les solutions communes.

Pour cela, nous comparerons (127) le nombre « aux racines 2’ et ="
de I'équation

Fi (.’17) = 0,

et nous rangerons ces frois quantités. par ordre de grandeur crois-
sante. La question n’offrira plus de difficulté, ainsi que nous allons
le constater en fixant les idées. _

Je suppose, par exemple, que les solutions de I'inéquation (1) soient
tous les nombres supérieurs & « et que celles de I'inéquation (2) soient
tous les nombres compris entre 2’ et 2".
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Si les valeursremarquablesa’, £”, « sont rangées de la facon suivante:
el <2,
les solutions du systéme sont tous les nombres compris entre &’ et o".
Silona r<e<a”,
ce sont tous les nombres compris entre « et @.

Enfin, sil'on a
r<ar<a,

‘e systéme n’a pas de solution.
Ce serait analogue dans les autres hypothéses.

153. RemanqQue. — Lorsque p =0 il faut comparer « et 2’. En
général, cette comparaison est facile, car 2’ peut éire calculé comple-
tement sans qu’il soit nécessaire d’en indiquer symboliquement la
valeur par un radical.

Lorsque p > 0, il faut comparer

a, x, x".

Pour cette comparaison, on appliquera la méthode donnée précs-
demment (127).

154. APPLICATIONS :

1. Soit le systéme :

1) +z+1>0,

@ z>1.

Les solutions de I'inéquation (1) sont tous les nombres depuis — o
jusqua + . Celles de l'inéquation (2) sont tous les nombres supé-
rieurs & 1. Par conséquent, les solutions du systéme sont tous les
nombres supérieurs 4 1.

II. Soit le systéme

aG - ' — 3z +2>0,

@ z+1>0.

L’inéquation (1) admet pour solutions tous les nombres donnés par
—ogLe<t et 2<r< + oo

L’inéquation (2) admet pour solutions tous les nombres supérieurs
4 —1.
Comme on a
-1<1<?,
les solutions du systéme sont tous les nombres compris entre —4
et 1 et tous les nombres supérieurs 4 2.
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II. Soit le systéme

() 2—=Nz*+ 2z +1>0,
@ z<i,

dans lequel A peut recevoir une valeur quelconque comprise entre
— oo et 400,
Le réalisant de la fonction

Fo)=2 — Na* + 2z +1
p=AN4+A=2=02+2)(2—1).
Ce réalisant peut étre positif, nul, ou négatif, selon la grandeur

est

~ de X par rapport aux valeurs remarquables

-2 et 1.

Quand il est positif, nous venons de voir (183) que la résolution
du systtme nécessite la comparaison de la valeur remarquable 1,
fournie par I'inéquation (2), aux racines &’ et " (2’ < &") de I'équation

F(x) = 0.

Faisons cette comparaison.

Nous savons (127) qu’elle résulte du signe de F(1), du signe du
co>fficient de x* et de la grandeur de 1 par rapport 4 la demi-somme
des racines.

t* Nous avons

F(1)=21+3, )
quantité dont le signe dépend de la grandeur de A par rapport 4 la
valeur remarquable — 3.
2° La demi-somme des racines est

A
1—-2
et l'on a
__;‘_>1
A—2<”
quand on a :
' A
L _qg>
—a 120
ou bien
l-x+2>0
A=2 <
ou bien
r—220,

avec correspondance des signes > ou <.

D’ot1 une nouvelle valeur remarquable de 2, qui est 2,

3° Remarquons que 2 est également la valeur remarquable que
donne la considération du signe du coefficient de z2.
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Résolution d’'une inéquation de la forme
F(z).f(x) >0,
aquelle F(z) est une fonction du second degré
et f(x) une fonction du premier degré.

Nous avons vu (39) que les solutions de cette inéquation sont
ibres qui satisfont séparément aux deux systémes

F(z) >0 ot Fz) <0
f@®)>0 f(x) <0.
1estion est donc ramenée i la précédente.

REmArRQuE. — On peut abréger les opérations par an examen
lu signe de la fonction

F).f(x),

voir constaté sous quelle forme remarquable se met la fonc-
') et rangé par ordre de grandeur les racines des équations

f@)=0 et F(z) =0,

sette derniére a ses racines réelles.
xemples feront bien comprendre la méthode.
it Iinéquation
(@*—3z + 2)(xz+1)=0.
ation
r—-3r+2-~0

racines 1 et 2, et la fonction

o -3z +2
sous la forme
(@~ 1)@ — e

juation A résoudre est donc

o@) = @+ 1)(@—1)(x—-2)>0.
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Le signe de ¢(x) se déduisant immédiatement de celui de ses
facteurs, les résultats sont :

¢ |z+i|z—1|z—2]|¢(z) RESULTATS

—o0

-]l == Aucune valeur de cet intervalle n’est solution.

—1 .
Toutes les valeurs de cet intervalle sont des
+ |-+ :
solutions.
1
+ |+ | — - Aucune valeur de cet intervalle n’est solution.
2

Toutes les valeurs de cet intervalle sont des
solutions.

2° Soit I'inéquation
[(2— Nzt + 2z + 1]z —1) >0,

dans laquelle A est quelconque.
Dans un exercice précédent (184, n° 3), nous avons étudié la fonction

2 - N+ Dx +1
et nous avons comparé le nombre 1 aux racines de I'équation
2—Ner+ Dz +1=0,

quand ces racines sont réellzs.
Utilisant les résultats trouvés, on obtient s
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187. ReMARQUE. — On peut évidemment a
relation conditionnelle de Ja forme

F(x).f(x) > 0.
Soit la relation conditionnelle
[(2—Nx? + 2x + 1]z —
qui correspond A I'inéquation précédente.
Ona:

B RELATION A RESOUDRE

-—Q0

C-Ner—-—2)z—1)(xz—2")=0

~3 5(:1:—%)(0:—1)*;0

2 =N —2a)(z—-2")z—-1)>0

— ol 4(a;—%)'(m—1)>0

2-3M+N)z—1)>0

1 (x+1px—-1)=>0

C-Nz—2)z—2")x—1)=>0

2 (w+%)(a:—-i)>0

2-Nz-2)Nz—1)z—2")=0




solution d’une inéquation de la forme

o)

flx) ’
aelle 'une des fonctions F(x) et f(z) est du
sremier degré et l'autre du second. :

pourrait ramener cetle question (62) & la résolution des
3

Fz) > 0 Flx) <0
flw) > 0 fle)y <0
férable d’étudier directement le signe de la fonction
Fia)
f@)’

it comme au n° 156.

JICATION. — Soit I'inéquation

(2— Nz + 20z + 1

z—1 > 0.

des résultats obtenus au n° 156 et examinons seulement
amiers cas. Pour les autres cas, ce serait analogue.

—o< A< —3.
ion & résoudre est

(2 — Nz —2)z — 2") S

z —1 0

r<i<a”,
ions sont définies par
<zl e <z + oo,

ons que 1 est une solution, car lorsqu’on arrive 4 la valeur
raleurs inférieures, le premier membre de 'inéquation est
néquation est satisfaite,




TR —,r

',
ko A= =3
L’inéquation s’écrit
1
5(a: - g)(w -1

~w-n %

ou bien
1
5(w -— g) > 0.
Elle admet comme solutions tous les nombres supériew

sans exceplion.

160. REMarQUE. — De ce que le nombre 1, qui est racine de 1¢
flx) =0

obtenue en égalant & zéro le dénominateur de la fonction

F(x)
-
(@)
se trouve, dans notre exemple, étre une solution de I'inéquatic
Fir)
—_—>1.
ne) - -
il ne faudrait pas en conclure que toute racine de Péquation
flx) =0
est une solution d’une inéquation de la forme
F(x)
— > 0.
f(x)
Soit
z—1 >0
@=-Nzr+0z+17 "
el supposons
l — + io
L’inéquation est
-1
@rip
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arrive 4 la valeur — 1, soit par des valeurs inférieures,
valeurs supérieures, la fonction

xz— 1
@ -+ 1)®

ment négative dans le voisinage de — 1.
pas une solution.

\RQUE. — On traiterait de la méme facon une relation
le de la forme

F(z)

a4 )

7 _)2 0,

e l'une des fonctions est du premier degré et I'autre du




COMPARAISON DES RACINES DE DEUX EQUATIONS

DU SECOND DEGRE NON RESOLUES

162. Soient les deux équations

@) F@) =Az*+ Bz + C=0, (A0

(2) [(@) =ax®*+ bx + ¢ =0, (a # 0)
dont je suppose les racines réelles.

Remarquons tout d’abord que ‘si I'une des équations, la seconde par
exewple, avait ses racines égales, la valeur commune & ces racines

b . . . ' . :
serait — % et la question reviendrait & la comparaison du nombre

— -2% aux racines de I'équation (1). Il suffirait alors d’appliquer la

méthode cxposée au n° 127.

Supposons donc les racines de chacune des équations réelles et
distinctes, et désignons celles de la premiére par X’ et X" (X' < X")
et celles de la seconde par 2’ et " (2" < a”).

Ceci posé, considérons les deux fonctions

F(x) = Az* + Bz + C,
[(@) = ax* + bx +c.
Multiplions la premiére fonction par a, la seconde par A, et retran-

chons le deuxiéme résultat du premier; nous formons une nouvelle
fonction

c¢.Fl@)y—A.f(z)
définie par I'identité
3 a.F(x) — A.f(z) = 2(Ba — Ab) + Ca — Ac.
La quantité Ba — Ab est en général différente de zéro; mais il
peut arriver qu'elle soit nulle.
1
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Plagons-nous d'abord dans I'hypothése

Ba — Ab 0.

L’identité (3) s’écrit alors
. Ac — Ca
a.F(@)— A.f{z) = (Ba — Ab)(a: - m) |
ou bien
4) a.F@) — A.f(x) = (Ba — Ab)(z — a),
si 'on pose
_Ac—Ca
*TBa—Ab

Comparons le nombre connu « aux racines de I'une des équations,
A celles de I'équation (2), par exemple. Comme il suffit, pour cela,
d'appliquer la méthode 427, nous pouvons supposer la comparaison
faite et admettre que nous connaissons I'ordre dans lequel se rangent
la quantité connue « et les quantités inconnues z’ et z".

11 résulte de 1a que si, dans I'identité (4), on donne successivement
A « les valeurs &’ et 2", on peut déterminer, dans chaque cas, le signe
que prend le bindme & — «; d'ou, la quantité Ba — Ab étant connue,
le signe que prennent les deux membres de I'identité (4). '

D'ailleurs, le premier membre de cette identité devient

a.F(#) ou bien a.F("),
car on a identiquement

f@)=0 e flz)=0.
On arrive donc 4 la détermination des signes des deux quantités
 F@) et  F").
Deux cas se présentent :
{° Les trois quantités
A, F(o), F(z")
n’ont pas toutes les trois le méme signe.

Si F(a’) et F(x") sont du signe de — A, a’ et a” sont compris
entre X' et X", et I'on a

X <wr<xu<xu.

S P(a;’)’et A sont de signes contraires, ce qui exige que F(a") et
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A soient de méme signe, &’ est compris entre X’ et X", et «” est en
dehors de lintervalle (X'.X"). Comme x’ est inférieur a2 ", on a

X<or<X <z

Si F(z") et A sont de signes contraires, ce qui exige que F(z’) et A
soient de méme signe, " est compris entre X’ et X”, et a est en
dehors delintervalle (X'.X"). Comme &’ est inférieur 4 x", on a

<X <z <X
20 Les trois quantités
A, F(z'), F(z")
ont le méme signe.

Dans ce cas, 2" et 2" sont extérieurs & I'intervalie (X’.X”"), et nous
savons (139) que X’ et X" sont daus celui des intervalles

— ® x x" + ®
. . . B
qui contient leur demi-somme — TS

B _
Comparons donc — GA 2ux racines de I'équation (2), et pour cela

faisons une nouvelle application de la méthode 127.

B
Lorsque [ (— -27\—) et a sont de signes contraires, — B est dans

24
Iintervalle du milieu, et ’on a

r<X<X<a

Lorsque f(— %) et a sont de méme signe, — est extérieur
A Pintervalle (z’.2"),

Si

B
2A

B b

T

- QE'A est infériear aux deux nombres &’ et z". Cette quantité est

comprise dans l'intervalle de gauche, et I'on a

<X <o <a'.

Si- ‘
B b

@ T



- % est supérieur aux deux nombres «’ et &". Cette quantité est

comprise dans l'intervalle de droite, et 'on a
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¥ <z' <X <X

Remarque. — La comparaison de « aux racines de I’équation (2)
conduit & former f(). 1l peut arriver que l'on ait

f(a) = 0.
« est alors une racine de ’équation (2).
Cest aussi une racine de I'équation (1), car pour & = «, l'identité

(&) devient
a.F(«) =0,

d’ou
F(a) = 0.
Quand cette particularité se présente, les secondes racines des équa-
tions s’obtiennent en retranchant « des sommes

et la comparaison est immédiate.

163. — Supposons maintenant '
Ba — Ab = 0. |

L’identité (3) devient |
®) a.F(z) — A.f(z) = Ca —Ac. |
1

J

|

|

Deux cas se présentent :
1° Soit Ca — Ac # 0.

Donnons & x, dans Iidentité (5), successivement les valeurs ' et
z". Le terme A f(x) disparait, puisque z’ et " sont les racines de
Iéquation (2), et I'identité (3) fournit les signes (qui sont les mémes)
des quantités

Fz) et F@")
Lorsque F(z’) et F(«") sont du signe de — A, on a évidemment

X'<ad <a'< X"
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Lorsque F(z) et F(z") sont du signe de + A, X’ et X" sont dans
celui des intervalles
— ® o x + @
qui contient leur demi-somme.

Or, la relation

‘ Ba—-Ab=0
revient a

_B__3

247  2a

b . :
Comme — =— est compris entre 2’ et ", on a
2a

< — B <z
2A
D’od
r<X <X <a'.
20 Soit Ca — Ac=0.
Des deux hypothéses

Ba — Ab = 0, Ca — Ac =0,
on tire

A
a

>l w

c.
c

Les coefficients des équations (1) et (2) sont proportionnels. Les
équations ont les mémes racines (116).

" 164. Remarque. — Pour abréger, aprés avoir constaté que z* n’existe

pas dans la fonction
a.Fx) — A.f(x),

nous dirons que calculer cette fonction, c’est éliminer @ entre les

relations '
F(x) = Az* + Bz + C,

f(®) = ax® + bz + e.
165. AppLICATIONS @
1° Soient les deux équations
(1) Flx) =a* — 8z + 4 =0,
2) fey=axt—a—-2=0,



=10 =
Eliminons &* entre les relations

F(z) = «* — 8r + &,

fl®)=2* — @ — 2.
1l vient

@) F(@) — [(@) = — 4(:0 - g).

Comparons 3 aux racines de I'équation (2),

2
©--+
. f (;) étant du signede — a, on a
< % <az".
Donnons successivement & «, dans I'identité (3), les valeurs a’et 2”3
nous voyons que
F(z') > 0 et que F(z") < U,
Conséquence : Les racines se rangent ainsi:
<X <z'<X,
2° Soient les deux équations

(1) Flz) =2* — 32 + 2 =0,

) f@x)y=a* — 22 — 3=0.

Eliminons &*; il vient

® F@) — (@) = — (& — 8).

Comparons 8 aux racines de I'équation (2).
1(8) = 12.

[(8) est du signe de a.
8 est extérieur & l'intervalle (z’. 2"). Comme il est supéneur dla
+ z"

demi-somme 3

=1,0n a
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Donnons successivement 4 @, dans I’'identité (3), les valeurs 2’ et 2" ;

nous voyons que
F@)>0 etque F(z")>0.

Les trois quantités
A, F(z'), F(2")

sont de méme signe. Les racines X’ et X” sont dans celui des mter-

valles
— x " + oo

. . . 3
qui contient leur demi-somme 3

Comparons évaux racines de l’équation Q).

2 @--

f@) est du signe de — a. § est compris entre &’ et z”.

Conséquence : Les racines se rangent ainsi:
<X <X'<a.

3° Soient les équations

a1 Fz)=a* -3z +2=0,

(2) flx) =2t + 3z + 2 = 0.

Eliminons &*; il vient

®) F(@) — f(z) = — 66 = — 6(z.— 0).

Comparons zéro aux racincs de ’équation (2); on a

Z<az"<0.

Donnons successivement & @, dans I'identité (3), les valeurs 2’ et 2"

nous voyons que
F@@) >0 etque F(") >0.

Les trois quantités
A, F(@’), F(a")
sont de méme signe.
Les racines X’ et X” sont dans celui des intervalles

—® 4 T + o

. : - 3
qui contient leur demi-somme 3"
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Qo

3 +2"
R

lace donc dans I'intervalle de droite.
ruence : Les racines se 1angent ainsis
r<a"<X <X’
ent les deux équations
Flz)=a* — 42— 5=0,
f@)=a*—4+3=0.
10ns 2*; il vient
F(x) — f(x) = — 8.

ms successivement & &, dans Videntité (3), les valeurs @’ et
8 voyons que

F@)<0 etque F(x")<O.

nt positif, les racines &’ et a" sont comprises entre X’ et X".
X'<o'<a"<X"

ReMarQUE. — Dans les exercices que nous venons de traiter, il
plus simplede calculer d’abord les racines et de les comparer
car nous avons choisi, pour qu’on puisse facilement vérifier
Itats, des équations dont les racines ont des valeurs absolues

i valeurs absolues étaient incommensurables, la méthode que
ons exposée deviendrait, dans bien des cas, préférable i la com:
1 apres calcul.

ions que la méthode est presque indispensable quand des coeffi-
dans les équations, sont littéraux. On ne peut alors que repré-
symboliquement les racines, et si ’on voulait les comparer
nent, il faudrait résoudre des inéquations contenant des radi-
e qui offre de trés grandes difficultés.
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167. AprricaTiON, — Comparer les racines des deux équations
@ ' Fx)=(—1)x*—-2x -2 =0,
2) flx)y=x2=ix—2=0,
dans lesquelles X peut recevoir une valeur quelconque depuis — oo
Jusqu'a + oo.
Le réalisant de la premiére équation est
B—=2A4+1.

Cette fonction de A ayant un réalisant négatif, est toujours du signe,
de son premier terme. Elle est donc toujours positive, et les racines
de I'équation (1) sont réelles, quel que soit A.

Il en est de méme des racines de I'équation (2), car les termes
extrémes de cette équation ont des signes contraires.

Nous n’avons donc pas 4 nous préoccuper de la réalité des racines.

Calculs préliminaires.

1o Elimination de x* entre
F(x) = (A — 1)x —2x — 2,

f(x) =x*—2Ax — 2.
On a
Fl@) — (= 1ff@) = 0+ )0 = 2)(e — =)

A+
est la valeur désignée par « dans la théo-

Remarquons que —
q q 2+ 1
rie générale.

20 Calcul de

-1
f(x + i>'
-1 -2 —=3x -1
f(x+1) =T o+
Comme la fonction du second degré en A
)=~ =31 -1

a un réalisant positif, si 'on désigne par 1" et A" (" < ") les racines
de I'équation

On a

-2 -3-1=0,
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on peut écrire
— == =—(A=¥)A =",

d’'od
-1\ (=) =2)
f<x+ |>"‘ O+ 1)
3° Comparaison de — X _:_ i @ la demi-somme des racines de Uéqua-
tion (2).
Ona
__1 >
A+1<?’

si 'on a, avec correspondance des signes d’inégalité,
4 s
A+1 2<
ou
M+ 2y
20+1) <7

Constatons que la fonction du second degré en 2
B4+ 2
ayant un réalisant négatif, est toujours positive, et posons

M4+2+2
W= -5
Remarque. — Ces calculs nous montrent que les signes des quan-
tités que nous avons & examiner dépendent de la grandeur de X par
rapport aux valeurs remarquables

-1, 2, X, ¥,

Nous aurons donc facilement ces signes quand nous connaitrons
Pordre de grandeur des valeurs précédentes, c’est-d-dire quand nous
aurons classé ces valeurs.

Nous avons
P(— o) <0,
?(_ 1) > 09
¢(0) <0,
d’ou

V<—1I<¥V<i<
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Conséquences :

- X.
A+

(=5+7)

$(2)

CLASSEMENT

k n

)\I

...........

est compris entre 2’ et 2",

T+

‘ est extérieur aux racines &’ et &'.

1
est supérieur a la demi-somme
+1
z + "
2

r<a < —

L]
A+1

est extérieur aux racines z’ et o'.

1
A+1
1 . .
— ——— est inférieur & la demi-somme
A+1

x +a"
2

1

- <ml<£”.
A+1

1

) — —_— =<

A+

— —— est compris entre &’ et &'.

A+1
1

—_— n
<=5 <%
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2° Détermination des signes de F(x’) et F(x"),

Rappelons que l'on a 'identité

F@) — (= 1) flz) = (A — D)(A + 1)( - x:Iii)

et que le premier membre de cette identité se réduit & F(z) ou & F(z")
quand on y fait

"

z=a ou r=2a".

, —1 " —1 ’ (4
A A+-1[A—2[  CLASSENENT PRECEDENT et v | i vy F(')|F(z")
—00
’ _1 "
|| <gg <= - + - | +
Y e = g 0 0
PR — a;<l+1__a; —_
, rr<—1 _ _ _
I B B we
—1
! <z <z + + - | -
T T A
3 )1 —wec| 0 + o | -
A+
d< =t <o - + + | =
T SA+1
. S U S —0| 0
’ —1 "
+ | + a:<ﬁ<w - -+ — +
+x




— 111 —
3° Premiers résultats.
A A=3—1| F(x) F(z") CONCLUSIONS
—
- — + r<X <z <X
o T [ wewerex
S N S P Conclusions réservées.
D A —3 0 — =X <X <z
— -+ — XI < wr < xl/ < w"
] |—] e
+ + | - <X <z <X
2 liee.... —g 0 0 =X <z =X"
+ - + X< <X <"
+ oo

4° Derniers résullats.

1l ne nous reste plus qu’'a examiner I'intervalle (\'.1") pour lequel
nous n’avons pas pu conclure, les renseignements étant insuffisants.

Il nous faut comparer la demi-somme

x i i des racines de I'équa-
tion (1) aux racines de I’équation (2).

1\ —3e+3—-1
f(x—i)_ (A =1

— 3+ 8 —1,

du second degré en 2, a un réalisant positif,

La fonction
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Elle peut se mettre sous la forme
=30 — WA - x).

On constate sans peine que les quantités Ay et A§, qui sont les
racines de 1’équation _
-3+ —1=0,

sont positives. Elles sont donc supérieures & 1’ et & A", qui, nous
I'avons vu, sont négatives.
Il s’ensuit que dans tout lintervalle (".1") la fonction

— 3 4+ B -1

est du signe de son premier terme, c'est-d-dire négative.
Ainsi, dans tout cet intervalle, I'expression

1
=)
est négative; elle est du signe de — a, et 'on a
T < A "
o1 =%

Drailleurs, nous savons (voir les deux tableaux précédents) que les
- racines X’ et X" sont dans celui des intervalles

— x z" + ©
qui contient leur demi-somme. On a donc pour I'intervalle réservé

<X <X <2z

Résolution d'un systéme formé de deux inéquations

simultanées du second degré.

168. Soient
) F@@) = Aa* + Bz + C > 0,
2 flx) = ax* + bx + ¢ > 0,
les deux inéquations respectivement équivalentes aux inéquations du

systéme donné. Il nous suffit de trouver les solutions communes aux
inéquations (1) et (2).
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Considérons les réalisants des deux fonctions F(x) et fiz). Trois cas
se présenlent :

1° L’un des réalisants est négatif.

Si le coefficient de «* dans I'inéquation correspondante est positif,
les solutions de cette inéquation sont tous les nombres depuis — oo
jusqu'a + oo, et les solutions du systéme sont toutes les solutions de
Fautre inéquation.

Si le coefficient de 2* dans I'inéquation correspondante est négatif,
cette inéquation n’a pas de solution. Le systdme n’a pas de solution.

2° L’un des réalisants est nul.

Fixons les idées. Supposons que le réalisant de I'inéquation (1)
soit nul. '

Si A est positif, P'inéquation (1) a pour solution tous les nombres
depuis — % jusqu’d + oo, excepté le nombre X', qui est la racine
double de I'équation

F(z) = 0.

Les solutions du systtme sont toutes celles de l'inéquation (2),
excepté X', lorsque ce nombre se trouve parmi ces solutions.

Si A est négatif, I'inéquation (1) n’ayant pas de solution, il en est
de méme du systéme proposé.

3° Les deux réalisants sont positifs.

Les deux inéquations s’écrivent

Az — X')z — X") >0,
a@ — o)z — 2") > 0.

La résolution de chacune d’elles (144) détermine des intervalles dans
lesquels & doit 8tre compris. Ces intervalles sont limités par les
valeurs suivantes, que j’écris dans un ordre quelconque :

— ¢, X, X', z’, + 0.

Classons ces valeurs par ordre de grandeur, ainsi que nous avons
appris 4 le faire (162).

Il est alors facile de voir quels sont les intervalles dans lesquels
« doit se trouver pour satisfaire 4 la fois aux deux inéquations. Les
solutions du systéme sont les valeurs comprises dans ces intervalles.

Exemple : Je suppose que les solutions de la premiére inéquation
soient données par ’

—_—x <X et X'<z<g +2,;
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et celles de la seconde par
r<z<z.

Je suppose, ‘en outre, que les valeurs remarquables soient classées
de la fagon suivante :

—o< <X <X <2< + .
Les solutions du systéme sont définies par
Z<z<X e X'<<za

169. Remarque. — La résolution d’un systéme formé d’une.in iqua-

. tion et d’une relation conditionnelle, ou bien de deux relations con-

ditionaelles, se fera par la méme méthode.

- 470. AppLicaTion. — Soit le systéme des deux inéquations simul-
tanées

) A=1)a* — 22 — x>0,

) 2 —x—2>0, .
dans lesquelles X peul recevoir une valeur quelconque.

Les fonctions qui composent ces inéquations ont éié étudides (167),

Jutilise les résultats.

Les deux réalisants sont foujours positifs.

Lorsque X & 1, I'inéquation (1) s’écrit

A=) —X)z—-X")>0.
Si A < 1, ses solutions sonl données par
X¥<xz<X.

M, A BB i . e

.81 A > 1, ses solutions sont données par
—og< <X e X'<azg+ o,
Lorsque ) = 1, l'inéquation (1) s’écrit
-2 —-1>0,
et ses solutions sont données par
—ogr< — 3 .

L'inéquation (2) s’écrit dans tous les cas
(@ — 2@ — a") >0,

Ses solutions sont données par
—-—ogr<a et <+ «
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Nous avons alors le tableau suivant, dans lequel les nombres 1’ et A"

£0..1 les racines de I'équation

0.

-2 -3-1

o+
w+Sax>x x+>Sx x >
zo 2>X>@> X =¥ *r>2>X
X>T> 0o — >TSS o — NXN>T> o —
o+>Sr> X =,2 |
= @ g S R
X=X >TSm— X=2> X =, %
~ m : . ~ ~
wo+>x> ,X X> o> x> x+Sr> o+ >Sx> X
x>rS o — rT>T>S o — XN>T>Q8—
3 . c+>r>p 4
—-—>r>S w0 — - — - = — >0 - —
¥ >z > N.V— > [ —>2S x — } >xr>S o 1
. o+ Sr>r ,
T x T T “
.V V\‘N ..V-‘xv. V.x \8V8W8| §NV8V\%
uonnjos op sed -8V~%V~x".9. —]tt e sttt e e e S -K
w+Sr>2
uonnjos 9p sed ZLI>X>X> @ B>TS 00— X > > X
ﬂO_:——Om Om- ma ~,x — -8 V ;‘x v .3 ]t t000s ses0s000crs0e00c]|er0s0 0000 0, LI I PN ST \K
o+>Sr>x
X>T> @ X>EZXZE N S e X > > X
8'
ANAISA8 Na $47aVNOUVNIY SUNATVA S3A (g) NOILVAD3INI,T da (}) NOILVNDZNI,T 3a
SNO1L1T0S INAWISSVTD SNOILATOS SNOILATOS X

————
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171. Remarque. — Soit le systéme
A—=1z*—22—-2>0,
—ir—2>0.

Les solutions sont celles du systtme précédent, auxquelles il faut
adjoindre les valeurs limites des intervalles. De plus, pour A=12", on a
la solution

z=a"= X".
et pour A =1", la solution
e=a=X.
172. ApprLiCATION.
Soit l'équation
Fx)=A—1z*+ (A +1)z+21=0.
Trouver les valeurs de X pour lesquelles les racines sont inférieures & 1.
Le réalisant de I'équation est
p=—3+61+1.
Cette fonction de 1, du second degré, a un réalisant positif. 'Si l'on
désigne par A’ et A" (X’ <1") les racines de I’équation
—-3*+61+1=0,
elle se met sous la forme
p=—30—2)(A=2").

D’od une premiére relation de condition (voir 130 et 131):
—(A=3)(A=2")>0.

Nous en avons deux autres, représentées d’une fagon générale par

a.F(a)>0, a(2aa + b) >0.
Elics sont ici, puisque « =1:

' 3—11>0 . !

(=13 —1)>0,

(A=1)>0

ou hien (x-._;)(x-1)>0.
En résumé, les valeurs demandées sont les solutions du systdme )
— (A =¥)(A=2") >0, @) |
A —1)>0, @ {

(x_%)(x_ipo. @ |
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Les solutions de (1) sont tous les nombres définis par
B PR
celles de (2), tous les nombres extérieurs 4 I'intervalle

0 1;
celles de (3), tous les nombres extérieurs 4 J'intervalle
1 ,
§ lo
Comme on a (127)
N<0<%<1<U.

les solutions du probléme sont données par

V<A<o0 et 1<),

Remarque. — Dorénavant, nous pourrons résoudre toutes les ques-
tions du genre de la précédente, pour lesquelles on trouvera des inéqua-
tions du premier et du second degré.

Résolution d'une inéquation de I'une des deux formes
F(x)
F Z).] (T > 0, sy > 00
~ F@).f(a) @
dans lesquelles les fonctions F(z) et f(z) sont du
second degré.

173. Cette question pourrait se ramener (59 et 62) a celle de la
recherche de 'ensemble des solutions des deux systémes

ﬂ@>o ot F(z) <0
f@)>0 f(z) <O0.

Mais il est préférable d’étudier directement le signe de la fonction
qui compose le premier membre de I'inéquation donnée, aprés avoir
mis les fonctions F(z) et f(x) sous une forme remarquable (121) et
avoir classé les racines des équations

F(z) =0, f(z)=0,

8'il y a lieu. - CoT T
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Les applications suivantes suffisent & faire comprendre la méthode
et & indiquer la marche 2 suivre dans les différents cas qui peuvent

se présenter.

dére les inéquations

ires, je cobsi

.

Pour éviter les calculs prélimina
dans lesquelles les fonctions F(x) et f(x) sont les fonctions étudiées au

n° 167.

1° Soit I'inéquation

[A—1)z* — 22 — N)(z* — Az —)2>0.

Nous avons le tableau suivant :

o+>Su>,0 . o+

K\WWWV&Q' t@VtNV\Q\.V\N -+ OAAasIS.VAkx'QVA.HlQVA\xIQVA«|Kv

39 2 91dad

Mo+v8wom. WX=I>X=2 |+ 0<s(,@ —@)e(Z— @) (1 — ¢ M;.- &

w+>r> Y

m.wwwvomm X>2>X>2 |+ 10<(Xx—2)(z—2)(X—2)(z—2)(F—Y)

- 6_ .

o ot [o] ook

>3 x— . .

8V§V§ " .

sy [@>X> #>x | = [0<(8 -0 (X —2)(z—2)(X~2) 1 =Y

\.QV&.V:..K T\HV&NV.N”\S _ - _ OA?&'SVA\\NIQvuﬂ\sllﬁx.vlimv m, JX

=SVHV=N ' .

x>z >z |CTX>X>2| = 0<(E-2)(X—2) (X~ 2)(#=2)( -

\Mvsv\s _=x“:sv\xV\Q_ ||_ OA«At&lQVA\xIaVA\SI.‘HVA«.I\Kv MlsK

X>7>,8 . .

> z>g |XZE>X>A [ 6<X-2)(F—2)(X—2)(Z—2) (F-y
8|I

SETAVADYVNIY SHATTYA SHa
SNOILATO0S INIRISSVTD = NOILVAOTNIT 3d AWYO0A X
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RESOLUTION D’UN SYSTEME FORME IVUNE EQUATION
DU SECOND DEGRE ET D'UNE OU PLUSIEURS INEQUATIONS

 178. Proposons-nous de trouver les nombres qui satisfont simul-
tanément 3 une équation du second degré et A une ou plusieurs:
inéquations que Yon sait résoudre. !

Ces nombres sont 3 la fois des racines de I'équation et des solutions;
des inéquations. Nous les appellerons les solutions du systéme.

fo Il peut arriver que I’équation ait ses racines imaginaires. Il
peut-aussi se faire que le systéme des inéquations n’ait pas de solu-
tion. Dans ces deux cas, le systtme proposé n’a évidemment pas de
solution.

2° Supposons que I'équation ait ses racines réelles et que le systéme
des inéquations ait des solutions. Ces solutions sont les nombres
compris dans certains intervalles que nous savons délerminer, et pour
qu’une racine de I’équation soit une solution du systéme, il faut et il:
suffit qu’elle appartienne & I'un de ces intervalles. '

Il résulte de 1a que I'on aura les solutions du syst®me en comparant
les racines de I'équation aux valeurs limites des intervalles et con-
servant toute racine qui se placera dans I'un quelconque de ces:
intervalles. ‘
" 176. REMargue. — Cette méthode s’applique encore 4 la résolution
d’un systéme - dans lequel des inéquations sont remplacées par des:
relations condilionnelles. "

* 477. Remarque. — Soient « et  les limites d’'un certain intervalle.

8i la résolution du systéme des inéquations et des relations condition-

nelles donne parmi les résultats
el < B,

« ne peut pas étre une solution du systéme proposé: mais B peut
I'étre. '
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{78. APPLICATIONS :

I. Soit le systéme .
—2*+3c+1=0,

2r —1>0.
L’équation a ses racines réelles. Je les désigne par a’ et 2" (s
Les solutions de I'inéquation sont tous les nombres qui sa

%<w<+oo-

En comparant (127) % et + oo aux racines de l'équa

coustate que l'on a

1
w’<§<w"<+oo .

Conséquence: Le systéme proposé admet une seule solution,
o — 3 +2\/ 13

IL. Soit le systeme

—ax*+3x —2 =0,
, —2r +1 > 0.
L’équation a ses racines réelles.
Les solutions de I'inéquation sont tous les nombres qui sa
1
- KT << .é.

En comparant (127) % aux racines, on trouve que%leur esti

~ Conséquence : Aucune des racines de I'équation n’est
dans l'intervalle

1

- Q0 §o
Le syst®me n’admet aucune solution.
IIL Soit le systéme

F@) = —a* — 2 — 2 = 0,
' z—2A>0,

‘dans lequel A peut recevoir une valeur quelconque depuis -
qud + .

Calculs préliminaires :
1° Le réalisant de I'équation est

p =1 — A
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2° Les solutions de I'inéquation sont données par

30

<< + o,

FO) = — 2 — 32 = — A0 + 3).

F(-l- :o)= - ®,

La demi-somme des racines est — 1.

Comparaison de X et de + o aux racines de P'égquation.

F()

F(+ o) RESULTATS DE LA COMPARAISON

.......

sse s e

Les deux racines sont dans celui des intervalles
— ®© A + ®©
qui contient leur demi-somme.
) étant inférieur & — 3, est inférieur 4 la demi-
somme — 1. Les racines sont comprises entre
Aet+ 0.

A = — 3 est une racine. Puisque la demi-
somme est — {, 'autreracine est supérieured A.

X est compris entre les racines.
La plus grande des racines est comprise entre A
et + oo.

A =0 est une racine. La demi-somme
étant — 1, lautre racine est inférieure & A,

Les deux racines sont dans celui des intervolles
— A + o
qui contient leur demi-somme — 4. Les deux ra-
cines sont en dehors de lintervalle (A . + o).

Les racines sont imaginaires.
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Conséquences :
Si A est inférieur 4 — 3, le systtme a deux splutions, qui sont les
racines de I'équation.
Si A est compris entre — 3 et 0, le systtme a une seule solution,
qui est la plus grande des racines de I’équation.
Si A est supérieur 4 zéro, le systéme n’a pas de solution.

Remarque. — Lorsque A = — 3, le systéme a une solution. Il n’en
a pas lorsque A = 0.

Remarque. — Si l’lnéquatlon était remplacée par la relation condl-
tionnelle

z—2>0,

les résultats ne seraient modifiés que dans les deux cas qui font I'objet
de la remarque précédente. Le systéme admettrait deux solutions pour
A = — 3, et une seule pour A = 0.

IV. Soit le systéme

Flg) = —a2* -2z — 1 =0,
-0,

dans lequel A peut recevoir une valeur qhelconque depuis — oo jus-
qud + oo.

Calculs préliminaires:
1° Le réalisant de I'équation est
p=1-—12
2° Les solutions de la relation conditionnelle, qui s’écrit
@+ Xz — 2 <0,

sont tous les nombres appartenant A I'intervalle

-2 + A
3° F(—)‘):—)\’+K=-—»)\()\——i).
F(+3) =—2—3 = — 2+ 3).

F(t oo): — 00,

La demi-somme des racines de I'équation est — 1.
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Comparaison de — X et de + X aux racines X’ et X" (x' < x")
de U'équation.

A | p |F(— )|F(+ 2)|F(= )| RESULTATS DE LA COMPARAISON

Les racines sont dans celui des inter-
. valles

—® A —A +oo
qui contient leur demi-somme — 1.

+ — — — La valeur absolue de A étant supé-
rieure a 3, on a
. )\<—i<—ly
d’ou
A< <" < —
@ =A=-=3
A< =1< -

Les nombres
— ® A=
-1 + - + - séparent les racines, et I'on a

—<r<<A<a" < — A

—00 =2 A
+ + — — | séparent les racines, et I'on a

—o << —-A<a <A

1‘ , ga;'=a:’=—i=—)..

Les racines sont imaginaires.
-]

Jonséquences : Lorsque A recoit une valeur intérieure ou égale 4 — 3,
systtme admet deux solutions, qui sont les racines ' et " de
[uation.

sorsqu’on donne & A une valeur supérieure & — 3 et inférieure ou
de & 1, le systtme n’admet plus qu’une solution, qui est 2", la
8 grande des racines de I’équation.

infin, lorsque A est supérieur & 4, le systdme n’a pas de solution.
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V. Soit le systéme

»—-20—-Nz—-1=0, )
at — 2z + 1 >0. 2)
rz+2>0, 3)

dans lequel A peut recevoir une valeur quelconque.
Posons Flo)=2*— 23 —1)z — 1,
flx) =z — D + 1.
L’application de la méthode que nous avons exposée nécessite la
résolution du systdme des relations (2) et (3) et la comparaison aux

racines de I'équation (1) des limites des intervalles que fournit cette
résolution.

Résolution du systéme

*—-2x+1>0, @)
x+2>0. 3)

Le premier membre f(z) de la relation (2) a pour réalisant
B—{=0Q+1DA-=1).
Ce réalisant peut &tre positif, nul ou négatif. L’équation
peut donc avoir ses racines réelles et inégales, ou réelles et égales, ou
enfin imaginaires.
Lorsqu’elles sont réelles, je les désigne par « et  (« < B).
Le premier membre de la relation (3) est une fonction du premier

degré qui s’annule pour la valeur — 2.
11 est indispensable de classer les nombres

- 2 ay .
Nous procédons comme au numéro 12"1.p
T f(-.-2)=5+4x=4(x+§).
20 La demi-somme “—— pétant A, on aura
—222XE,
si 'on a A§ -2,

avec correspondance des signes d'inégalité.
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De 14 résulte le classement des nombres — 2, «, B. puis la résolu-

tion du systéme (2), (3).

Nous avons

x4
®+>STr>y 0L6+a g
S>> — + +
vSaSg= [0<(—2)0—2) s .
° Ve +2
+SrSg— =gd=m |+
Sps oy 0 (3+2) ‘saqreutdew] juos () — (x)/ uonenby,] op sourses sa] —
o+STS] 02 (N + o) reutdewy juos () = (x)/
- 0kgt+7w
+—SrS7 — —=g=" | 2
S I R
®+STr>4 0< (g +2)
>v>g— + + +
2Se>— |0 —2)(r—2) ? ¢
w+SosS8_ 0<E+> g I G FORRURTON N PR v _
| = (% 1T =9 g—=v B— c
r=g— 0< w+aa+3 b
e 05+ — >0 - + —
x+>z>¢ 0< () — 2)(o — @) §>5—> (4
0 —
(€) “(g) smgaszs na SNOILVIAY §3d g @ ‘%— x| (- J Y

SNOLLATOS

STNYO0d

Ha INIWISSVT)
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Comparaison aux racines de Uéquation (1) des limites
' <, é -2
des intervalles obtenus.

Le réalisant de I'équation (1) est
A=A +r=2—r+1,

C’est une fonction du second degré en 1 dont le réalisant est négatif.

Cette fonction est, par suite, du signe de son premier terme, c'est-3-dire
positive.

L’équation (1) a donc ses racines réelles et inégales; je les repré-
sente par o’ et 2° (2’ < 2').

Le classement de

se fait en appliquant la méthode exposée au re° 162.
Je me borne & indiquer la suite des calculs:

1° Elimination de .
Fl@) = a* — 20 — 1)z — A
Cf(@) = 2t — Dz + 1

F(x)-/(z):%—(x+4)=9(x _“").

2

e . A
20 Classement auxiliaire des valeurs +1

2 ’ o, . p.
oA+ 1 3 b}
’/(-——2 ) = "_Z(A +3)(A —1).
De plus, on a

—— ',

2 2

si 'ona

<
l>i.
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Les résultats sont:
1 A1y ,
2 f<T> fl=)| RESULTATS DU CLASSEMENT AUXILIAIRE
e :
A+ 1
- + el —— < B
5 — 1
o |m
A+1
: + . + el B < —
. i ’ . . )\ T
' Les racines de I'équation’ f(x) =0 sont imaginaires.
A+
A+1
- + a << T< g
+%

80 Détermination des signes de F(q) et F(g), puis classement.des valeurs

X, x, a B
A F(2) FB) [F(=) CLASSEMENT
—w | ')
- + + r<a<az <p
_3—-30 | -+ r<a<a =
- - + r<a<pg<a
—1 3 .’v'<a.=ﬁ=—l<.’l:"
wr<wp .
+1 —30 | o | SM=d<a=p=a=1
- + + r<e<a'<p
—+o0 a
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Il ne nous reste plus qu'a comparer — 2 aux racines @ et ",
Or,
. F(—-2)=3,
et 'on a ) .
>a: + &
B
8i
AS —1.
Done :
A | F(—2) | F(xw) CLASSEMENT
— @
-1 - + r<-2<ax”
) S I T T=—<w
+oe|  + + -2z

Conséquence : Classement des valeurs
x’, x’, a, B - 2.
Le classement de — 2 avec « et p ayant été fait dans la résolution
du systéme (2), (3), nous avons :

A CLASSEMENT

ler coler 8

F<e<—-2<2"<B
—-—g T<a<—2<x =8

T<a<—-2<p<
—; T<a=—2<pB<li

r<—2<a<p<T’
_1__§ r<—0%<a=p=—-1<
r<—-2<a
0—-3 r=-2<z
<< <a’
+l——; —?<—l=.’b"<a=ﬁ:l=x'
T < a<< T <P
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Conclusions.

TIONS CLASSEMENT DES YALEURS SOLUTIONS
¥e (2,3 &, 2, «, B,—2 |DusrsTEME PROPOSE

<+ r<a<—2<z'<B Pas de solution

Une solution:

’ ___Q t_:
<+ a:<<z<v 2<L2’=8 =8
<+ o r<ea<-—-2<p<a
L=z

, —_9 .
r< 4+ r<a <p<®w
ra , R Une solution :
<+ oo r<—2<e<B<e z

<t lr<—2<a=p=—1<7

C<< + ® r<—2<a
' . Deux solutions :
< o o] = — . Y
SIS+ z 2<a r=—2 e &
' , Y Deux solutions:
r<+® << ’ p

& et 2

Deux solutions:

cr<+o |—2< —1=2' <a=p=1=2a| , "

o —9<a:'<a<a;'<ﬁ Une sol'uuon:
® x




- 131 —

Observations relatives au classement de certaines
valeurs remarquables.

179. Lorsqu’une quantité X regoit successivement toutes les valeurs
depuis — o jusqu'a + oo, une fonction entiére ¢()) de cette quantité
ne peut changer de signe qu’en passant par zéro. Les valeurs remar-
quables (*) de A que I'on rencontre quand on examine le signe de ¢ ()
annulent donc cette fonction.

Ceci posé, supposons que les coefficients a et ¢ de I'équation

ax® +bx+c=0,

soient des fonctions entiéres de A et remplagons A, dans le réalisant p,
par 'une quelconque des valeurs remarquables qui correspondent aux
coefficients a et ¢. L’'un au moins de ces coefficients s’annule et ¢, qui
se réduit a 6%, prend une valeur positive.

1l résulte de 12 que dans I'hypothése oii p est une fonction du second
degré en X qui a ses racines X" et A" réelles et distinctes, toutes les
valeurs remarquables qui correspondent aux coefficients @ et ¢ se
placent de la méme fagon par rapport & 1" et 1". Elles sont comprises
entre A" et A" lorsque le coefficient de A* dans p est négatif. Elles sont a
I'extérieur de I'intervalle X', A" lorsque ce coefficient est positif.

Ezemple. — Soit I'équation

AM=3h+2)x*+20+1)x+2=0,

On a
) p=(A+1)2—2(2*—32+2)
=—3+81-3
=— (=) A=
[
' a=1—-31+2

=0—1)(—2).
D’ol les valeurs remarquables )’, 1", 1 et2. Le coefficient de A* dansp,
étanl négatif, elles se classent ainsi :

V<i<2<a,
180. Soit I'équation
az*+ bz +¢c=0

dont les coefficients sont des fonctions d'une indéterminée A.

(*) Nous avons donné ce nom aux valeurs de A qui correspondent aux
changements de signe de ¢(2),
9
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Supposons que,.dans la comparaison d’'un nombre « aux racines de
cetfe équation, I'on ait reconnu que, pour toutes les valeurs de A com-
prises entre A, et },, les racines de I'équation sont réelles, distinctes
et non séparées par le nombre «. C

Pour achever la comparaison, on cherche (128) la relatlon de gran~

b
deur des deux nombres a et — -, ce qul revient a exammer le signe de<

2a .
la quantlté

a4 —
2a

pDur A.

. Soit K Pune de ces valeurs Lorsque A passe pa.r la va.leur K, o+ %'

change de signe et devxent alors soit nul, soit infini.

Admettons que pour A K, a+5b- soit nul. Je dis -que la valeur

remarquable K est extérieure ¢ linter ulle As A
En effet, si l'on avait

<K<,
A passerait par la valeur K en variant de 1, 4 },. Pour une valeur de

Vintervalle,. Ay, a deviendrait donc égald — et.s‘era.it, par conséquent,

2a
compris entre les racines; ce qui est contraire & l’hypothése.'

Ainsi, dans notre hypothése, les nouvelles valeurs remarquables que
donne la considération de la-demi-somme, se placent en dehors de

Fintervalle pour lequel cette considération est négessaire.
Ea:emple — Soit I'équation . .

= 2)w’+2)\a:—1—0

On constate facilement que si A est compris entre 1 et ?;’
de I'équation sont réelles, distinctes et non séparées par le nombre ‘2.

les racincs

La comparaison de 2 4 la‘demi-somme dés racines — donne une

)\
02’
RO

. ' 4 :
nouvelle valeur remarquable =. Ce nombre étant extérieur A I mtervallc

‘?

,la proprl(.té qui- fait I'objet de l’observatlon précédente eat vénﬁée

et fournit, en général une ou plusleurs valeurs remarquables mmvelles

- Y
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181. Remarque. — 11 peut arriver que la valeur K soit dans linter-
valle 2. X, ldrsque, pour A=K, d+2% change de signfz en passant par
Pinfini. S '
- Exemple, — Soit I'¢quation -

A=1)ar—4(A—1)z+22=0.

Lorsque A est compns entre — 2 et 6 , les racines de cette équation sont

¢elles, distinctes et non sépa,rées par le nombre 2. Si Fon compare 2 3
1a demi-somme des racines, I'une des valeurs remarquables que l'on

rencontre est 1. Ce nombre est compris entre — 2 et g

482. RemarqQue. — Les circonstances qui se trouvent réunies dans ce
dernier exemple se présentent trés rarement. On fera donc bien de
vérifier les calculs, lorsque la-considération de la demi-somme fournira
une valeur remarquable se plagant dans lintervalle pour lequel cette
eonsidération est nécessaire. : oo

Observation relative & I’emploi du produit des racines
d'une équation du second degré dans la comparalson
d'un nombre & ces racines. .

183. Supposons que I'on ait constaté qu’'un nombre « est extérieur
aux racines d’une équation du second degré. Nous avons vu (1“78) que
la comparaison du nombre ¢ 4 I demi-somme des racines permet
toujours de reconnaitre si « est supérieur ou inférieur aux deux racines.

Dans certains cas, la considération du produnt P des racines conduit
facilement au méme résultat.

1° Soit P < 0. Les deux racines sont de signes contraires.

Si « est positif, ce nombre est plus grand que la racine négative.
Donc, dans notre hypothése, ‘il est supérieur aux deux racines.

Si « est négatif, ce nombre est plus petit que la racine positive. Il est
‘donc, dans notre hypothése, inférieur aux deux racines. E

Exemple. — Soit I'équation
ﬂw);2m’ —Az—1=0.

Lorsque X est compris entre — 1 et + 1, f(—1) et f(+ 1) sont
positifs. Les nombres —1 et +1 sont extérieurs aux racines. Le produit
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-acines étant négatif, les deux racines sont supérieures 4 —1 et
ieures & + 1.

Soit P > 0.

‘mettons que a? soit supérieur & P. La valeur absolue de I'une au
s des racines egt alors inférieure 4 celle de a.

« est positif, ce nombre est supérieur 4 'une des racines; il esl
, dans notre hypothése, supérieur aux deux racines.

a est négatif, ce nombre est inférieur & I'une des racines. Donc,
notre hypothése, il est inférieur aux deux racines.

'emple. — Supposons qu’il s’agisse de comparer les nombres —4
1 aux racines de I'équation

[ (@) = (a* + b?)x* — 2acx + c*— b2 =0,

f(—1)=(a+ap
f(+1)=@—o.

1and les racines sont réelles, les nombres —1 et +1 sont extérieurs
racines.

artons le cas ol P est négatif; car, il n’y a qu'a répéter ce qui a
it dans le précédent exemple et supposons P >0, c’est-a-dire

2 —b>0.
condition de réalité donne
- aA<al+ by
. évidemment

c2— D2 1

PR
nsi P est inférieur 4 (£ 1)%. Par conséquent, les racines sont com-
s entre — 1 et +14. ‘

)servons que si a?® était inférieur 4 P, on pourrait affirmer que la
ir absolue de I'une au moins des racines est supérieure a celle
; mais on ne pourrait rien en conclure, sans autre renseignement.




— 135 =

RESOLUTION DE CERTAINES EQUATIONS

QUI NE SONT PAS DU SECOND DEGRE

184. 1l est possible de résoudre toute équation qui fournit une
équalion du second degré, lorsqu’'on opére sur elle comme aux n** 37
et suivants.

Rappelons que I'équation obtenue pouvant, dans certains cas, n’étre
pas équivalente A la proposée, une discussion est nécessaire.

185. Soit I'équation
@) - Fx) = f(x),

dans laquelle les fonctions F(z) et f(x) sont des polynémes enticrs
en x. .
Supposons que le polynéme

F(x) — f(x)
soit une fonction du second degré.
Puisque I’équation (1) est équivalente (37) & I’équation

F(@) — f(@) =0,

il suffira de résoudre celle-ci pour avoir les racines de la premiére.
Ezemple. — L’équation

(@+ x)(b+ z)(c + x) ; — ; (x — a)(@ — b)(x ~c¢)
+ (8 — x)(b — x)(c + x) + (r — a)(x + b)(x +c¢),

qui s'écrit
2x2 + 2ca? + 2abx + 2abe = 2x® — 2ax? + 2bcx — 2abe,
équivaut 4 I'équation du second degré

(a +- ¢)x* + b(a — ¢)x + 2abc =0
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Ses racines sont

— bla — ¢) =V b3(a — c)* — 8abe(a + c).
- 2a+c)

186. Soit ’équation -

x+a ax+bh x+cC
rx—a x—b xT—c¢

() 3=0.
On chasse les dénominateurs de cette équation en multipliant ses
deux membres par la fonction

¢(@) = (x — a)(x — b)(x — ¢),
qui devient iofinie pour @ = o0 et qui s'annule pour les trois valeurs

a, b, c
On obtient ainsi I'égquation

@ (a + b + c)x* — 2(ab + be + ca)x + 3abe = 0,

qui peut ne pas étre équivalente 4 la proposée. On sait en effet (46)
qu'il a pu y avoir perte de la racine & =00 et introduction des
racines étrangéres ¢, b, c. ’

Or, I'équation (1) s’écrit

i%g 1+2 143
X X &x

-+ 7+ P 3=0.
{—— 1-—=- 1-==-"
x z T

Devenant une identité pour x=oc0, elle admet la racine = oo.
Cette racine a donc été perdue, car P'équation (2) ne I'admet pas.

D’ailleurs, il n'y a pas eu introduction de racines étrangéres, puis-
qu'aucun des nombres a, b, ¢ ne satisfait & I'équation (2).-

Il résulte de 12 que I'on aura les racines de-I’équation (1) en résol-
vant I'équation (2) et joignant aux racines trouvées la racine x = .

187. Soit I'équation

+
a x x?. a u?

On constate facilement qu’en chassant les déiominateurs on obtient
une équation équivalente, qui est C

(x — a)lax* — bla + b)x — ab®] = 0,
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" et qui se décompose en deux autres :
% —a= 0,
az? — bla + b)x — ab* = (,

‘que 'on sait résoudre.
L’équation proposée a donc trors ra;cmes :

. ,7’13‘-— ay:

_ bla + b).%.y/b*a + b + ka®b?
o N ' -

188: Soit Yéquation™ :
) w—‘/zz-a_a
| Cette équatlon équwaut A

@ :1:—3—\/%0—6

Elevons les deux membres de l’équatlon (2) au carré Nous ob'o-
nons une équation équivalente h la smvante

®. . —8x+12—0

On sait (49) que toute racine de l’équation (2) et, par smte de
I’équation (1), est racine de l’équatlon (3); mais la réciproque peut
ne pas élre vraie. - !

On résoudra donc l’équatlon (1) en cherchant les racines de I'équa-
tion (3) et conservant toule racine qui salisfera a la prpm]ére

L’équation (3) admet les deux racines 2 et 6. En remplacant, dans
'équation (1), @ successivement par 2 et par 6, on constate que Je
premier nombre ne satisfait pas & celte équation; mais que le second
convient. Par conséquent, ’équation. () admet la racine unique

189. REMARQUE. — Au lien; de résoudre tout d’abord I’équation (3)

et de substituer ses racines dans I'équation (1), on aurait pu procéder

de la facon suivante :
Puisque I'équation (3) est équivalente (50) & I’ensemble des équa-

tions

©)

a:—3 +Vir — 3,
$—3=—\/QJ:- \;,
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toute racine de I'équation (3) est une racine de l'une des équations
(4), et, si 'on remplace dans ces équations a par 1’'une quelconque
des racines de I'équation (3), I'une de ces équations devient une
identité.

En formant le réalisant de I'équation (3), on voit que les racines
de cette équation sont réelles. La substitution dont nous venons de
parler donne donc & & — 3 une valeur réelle, et le second membre
de celle des équations (4) qui devient une identité, prend nécessaire-
ment une valeur réelle. '

Il résulte de 14 que le radical /22 — 3 est rendu réel par chacune.

des racines de 1’équation (3).

Dailleurs, si la racine substituée convient 2 la premitre des équa-
tions (4), comme elle rend le second membre positif, il faut qu’elle
rende & — 3 positif; si cette racine convient i la seconde, elle rend
a — 3 négatif. .

Par conséquent, pour qu’une racine de I'équation (3) satisfasse A
Péquation (1), il faut et il suffit qu’elle soit une solution de I'inéqua-
tion

x—3>0,
ot Ia résolution de I'équation (1) est ramenée 4 celle du systéme

fl@)=a* — 8x +12 =0,
x—3>0.

Pour résoudre ce systéme (173) nous formons f(3) ; nous trouvons

f@=-3,
ce qui prouve que 3 est compris entre les racines de ’équation
f(x) =0.

La plus grande racine convient donc seule & Vinéquation, et 1'équa-
tion proposée a une solution unique :

x=4+ /i=6.

190. RemarqQue. — Appliquée & I'équation précédente, cette méthode
a pu sembler moins avantageuse que la vérification directe employée tout
d’abord ; mais lorsqae I'équation a des coefficients littéraux, elle est
le plus souvent préférable.

5 T T
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191. Soit ’équation
(1) , @ + Va(2x — a) = 3a,

dans laquelle on suppose a quclconque.
Considérons I’équation équivalente

(2 z —3a = — a(2x — a)

et élevons au carré. Nous trouvons une équation qui équivaut
3) xt — 8ax + 10a* = 0,

~ L’équation (3) ayant ses racines réelles, on peut répéter le rai-
sopnement du n° 189, et la résolution de I'équation (1) se raméne 2
celle du systéme
f(x) = @* — 8ax + 10a* = 0,

x— 3a<0.

f(3a) = — Bar.

4 -
Or,

[(3a) et le coefficient de a* sont de signes contraires. 3a est compris
entre les racines de I'dquation (3). La plus petite racine de cette -
équation satisfait seule au systéme (4).

11 s’ensuit que I'équation (1) a une seule racine, qui est

x = a(t — v6), si a>0,
et '
x=al4+ v6), s a<0.

Remarque. — Agissons comme au n° 188, c'est-d-dire essayons la
vérification directe.
Les racines de I'équation (3) sont

@ = a(4 - ‘/g), = 0(4 +\/E)

Sil’on substitue «’dans le premier membre de I’équation (1), on trouve

alk — y8) + \/ax(1— 2/6)-

Le radical \/ a*(1 — 2/6) étant, par définition, une quantité posi-
tive, ce radical est égal &

+ay\/1 —2/6, si a>0,

—aJ1-2%/%, s a<o.

et d
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Dans le premier cas, le résultat de la substitution est’

1= Vo1 yToava).

Dans le second, il est

al& — V6 — 1= 2/6).
Or, '
T—2/6=6+1=2/6=(/6—-1)

d’'odr . o E
. .. Jeo

V1 —2/6=y6—1.

Par conséquent, si a est positif, le premier membre de I'équation (1)
devient 3a, et la racine x’ convient; si a est :négatif le premier

membre de I'équation (1) devient a{8 — 2y/6), et la racine «’ ne
convient pas.

La substitution de &’ donnerait lien :‘a des calculs analogues que
nous ne ferons pas; bornons-nous -4 constater que la précédente
méthode est certainement plus avantageuse.

192. Soit l’équaiion
- 3' . .
) VL +a;,+ac‘_¢=~§‘-,- Vi—x+ ot
E_le\'ons ses deux membres au carré et simplifions. Nous trouvons
: . R
‘d’ol1, aprés une seconde élévation au carré,

2 —
(2) S + 6= 0. ‘
Cette équation a ses racines imaginaires. L’équation (1) ne pouvant

pas admeiltre (49) de racines autres que celles de I’équation (2), n’a
donc pas de racines réelles.
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193. Soit I'équation

Vu—w-_‘/x—b_i»
x —b a—a ’

dans laquelle nous supposons @ % .b.
Elevons ses deux membres au carré. Nous obtenons I’équation

ea—ax x—b
+
x—0b a—mx

—2"—-1.
qui équivaut &
a—x a—0>b

@ ‘ ——+t o —3=0

Chassons les dénominateurs de ceite équation. En raisonnant comme
au numéro 186, nous constatons que l'opération n’entraine la perte
d’aucune racine, ni I'introduction de racines étrangéres. L’équation

3) fix) = 3a* — 8@ + b)x + a* + b* + 3ab = 0,

obtenue aprés simplification, est donc équivalente & I’équation (2), et
toute racine de I'équation (1) qui est (49) une racine de I'équation (2),
est encore une racine de I'équation (3).

Pour résoudre I'équation (1), il suffira donc de résoudre I'équation (3)
et de choisir parmi les racines celles qui satisfont & léquatlon (I)

Le réalisant de F'équation (3) est

5(a — b)%;

il est positif; les racines « et 2" de l'équatibn (3) sont réelles. Par
suite, lorsqu’on remplacera, dans I'équation (1), x par I'une ou 'autre
de ces racines, les fonctions

a—x x—b

t
x -b € a—x

prendront des valeurs réelles.

Cherchons quels seront les signes de ces valeurs. Pour cela, com-
parons a et b aux racines de l'équation (3).

f(a) = (a — b)A.
0) = @ — b,

f(x®o)=+wo,
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Les racines sont (139) dans celui des intervalles
— o a b + ®
ou bien
— b a +

. . . a .
qui contient leur demi-somme + 6 Ce nombre étant compris

2
entre a et b, les deux racines de 1’équation (3) sont comprises entre
aetbh.

Les fractions
a—x x—20b

H
x—0b a—x

prendront donc des valeurs positives quand on remplacera & soit par
&', soit par .

Ceci posé, remarquons (49) que l'équation (3) est équivalente &
Fensemble des deux équations

Va—«a:__Vm—b_ 1
x —b a—a_t+t%h
Va—a: Va;—b_ q

z—b a—=z

Il s'ensuit que la substitution de I'un quelconque des nombres
« el &’ transformera I'une de ces équations en identité et rendra la

différence
Va—a:_ Va;—b
x—b a—z

positive ou négative selon que la racine substituée conviendra 2 la
premidre équation ou 4 la seconde.

En conséquence, pour qu’une racine de l'équation (8) satisfasse a
Péquation (1). il faut et il suffit qu'elle rende positive la différence
précédente; en d’autres termes, qu’elle rende

a—z L x—b
l/aC 't supérieur a Va '

c’est—é—dire‘qu’elle satisfasse 4 I'inéquation

a—x_ x—0b
x—b" a—a

puisque les quantités considérées sont positives.
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Ainsi, Ja résolution de I'équation (1) revient & celle du systéme
[(@) = 8z* — 8{a + b)x + a* + b* + 3ab =0, 3
a—x_x—b :
z—b  a—a )

Résolvons.
L'mequation (4) équivaut aux suivantes
a-e_z-bo,,
c—b a-—=
(a —x)* — (z— by
(x — b)(a—x)
(a— b)a+ b — %)
@—bfa—z)

(a—b)(a:-—a;b)

(3) @ ha—a "

>0

>0

Neus avons vu précédemment que &’ et «” sont compris entre a
et b. Le dénominateur du premier membre de I'inéquatiou (5) devient
done négatif quand on y substitue &’ ou &”. D’ailleurs, si I'on suppose
+x a+b

x’ < ", comme = T on a
b
v <l <o,
d’ou
o a-+b X R a+ b )
2 — 5 <0 et x — ) >0.

Conséquence : Il n’y aura jamais qu'un des nombres &' ou z" qui
satisfera & 1’équation (1),
Ce sera x’, si a—b>0,

Ce sera x, si a—b<O0,
Les racines de I'équation (3) étant données par

_Sa+b=(a—b)yE
&Tr= 10 »

lorsque @ — b est positif, la plus petite racine est

B(a +b) — (a —b) VB,
10 :

& =




lorsque @ — b est négatif, la plus grande racine est

.,'_5(a+b)—(a—h)‘/3
L= 10 :

Par conséquent, quel que soit le signe de a — b, l'équatxon (1) a une
racine unique, qui est

_3a+b—(a— b>\/5
= - .

Remarque. — Par la vérification direcie, on amverau naturellement
aux mémes résultats.
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\

DE L’EQUATION BICARREE

ET DES INEQUATIONS BICARREES

19%. Définition. — Un polyndme F(z), entier en & et du quatridme
.degré, est dit bicarré, lorsqu’il ne contient -pas de termes du premier
ni du troisiéme degré. S
Gn polyndme blca.rré est donc de la forme

. - aa:‘+ba:’+c

Le coefficient @ est différent de 26ro; les autres peuvent dtre nuls.
Par analogie, F(z) étant une fonction bicarcée, I’équation :

: o F(z) =
et les inéquations . )
Fa)>0, = Fa)<0,

sont dites équation et inéquations bicarrées.

RESOLUTION DE L'EQUATION- BICARREE

195. Soit I'équation

) : ) azt 4+ bxrpc=0,
Considérons I'équation du second degré
@) ayr + by + =0,

‘obtenue en remplagant a* par y, et supposons ¢ 3% 0, ce qui revient &
admettre que les équations (1) et (2) n'ont pas de racines nulles.

Il est évident que si un nombre « est une racine de I'équation (1),
son carrd est une rac:ne pos:tive de I'équalion (2), et qu'inversemant,
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si B est une racine positive de I’équation (2), ses deux racines carrées
algébriques sont des racines de I'équation (1). Par conséquent, on
aura les racines de I'équation (1) en cherchant les racines positives
de I'équalion (2) et prenant leurs racines carrées algébriques.

Conséquences :

{° Si I’équation (2) a ses racines imaginaires, ou ses racines réelles,
mais négatives, I'équation (1) n’a pas de racine.

-2° Si I'équation (2) a une racine positive et une racine négative,
ou deux racincs positives, mais égales, ce qui en réalité ne fait
qu’une racine positive, 'équation (1) a deux racines, qui sont les
racines carrées algébriques de cette racine positive.

3° Enfin, si I'équation (2) a ses racines posilives et inégales, I'équa-
tion (1) a quatre racines, qui sont les racines. carrées algébriques de
ces racines.

196. RemarQue. — Dans I'hypothese ¢ # 0, l’équatlon bicarrée a
zéro, deux ou quatre racines.

Lorsqu’elle a des racines, ces racines sont deux i deux de méme
valeur absolue et de signes conlraires.

197. Remamque. — Les racines de I'équation (2) étant représentées

par -
—-b+\/b’—-4ac

2a

y..—:

celles de I'équation (1) seront données par la formule

& _ \/— b+ \/b’ — dac,

dans laquelle il faut associer les signes des quatre maniéres possibles.

198. REmarQuE. — Lorsque les racines de I'équation (2) sont
égales, ce qui correspond a
b* — 4ac =0,

les quatre valeurs que fournit la formule (3) se réduisent aux deux
suivantes :

PO
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ainsi que cela devait &tre, puisque, dans ce cas, I'équation (1) n'a
que deux racines.
Pour la commodité du langage, on dit que I'équation (1) a encore
quatre racines, mais égales deux i deux.

199. Remarque. — Lorsqu’une des racines ou les deux racines de
I'équation (2) sont négatives, les expressions correspondantes dans la
formule (3) sont imaginaires. |

Quand les racines de I'équation (2) sont imaginaires, bien qu’on
n’ait plus, en apparence du moins, des expressions de la méme forme,
on dit cependant encore que les quatre valeurs que donnela formule (3)
sont imaginaires. |

1l résulte de 1a que I'équation (1), tout au moins dans hypothése!{
-¢ # 0, a toujours quatre racines. Ces racines sont réelles ou imagi-
naires. Le nombre des racines imaginaires est quatre, deux ou zéro.

200. Examinons maintenant le cas oi ¢ = 0.

L’équation (1) s’écrit
axt + bx* =0
ou bien
‘xax® + b) = 0.

En raisonnant comme nous l'avons fait au n° 90, on voit qu’'elle
se décompose dans les deux suivantes : :

s =
ax* + b =0.

Ce sont deux équations du second degré. La premitre a deux
racines nulles ; la seconde a deux racines réelles ou imaginaires.

L’équation proposée a donc encore quatre racines réelles ou ima-
ginaires. Deux des racines sont égales entre elles et égales & zéro.
S'il y a une racine imaginaire, il y en a deux.

Remarquons que si b = 0, les quatre racines sont égales entre
elles et égales & zéro.

201. ReMarQUE. — On constate sans peine, el c’est évident a priori,
que les formules (3) conviennent encore au cas ou ¢ = 0.

202. RemarQuE. — La nature des racines de I'équation dépend de
celle des racines de I'équation. (2), ¢’est-A-dire du signe de b* — 4ac.

10
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Lorsque ces derniéres racines sont réelles, elle dépend aussi de leurs
signes, c'est-d-dire des signes des quantités
‘ c b

- et —_——
a a

203. ReEmarQue. — Le tableau suivant résume tous les résultats.

b Les quatre racines sont réelles.
— —=> 0| Elles sont deux a deux de méme vnleur
>0 a absolue et de signes contraires.
b
— — < 0| Les quatre racines sont imaginaires.
a
b Les deux autres racines sont
b*— dac>0 Deux — = >0 |réelles, de méme valeur absolue
c 0 racines a et de signes contraires.
a sont
a nulles _ l_’_ < Les deux autres racines sont

imaginaires.

¢ Deux racines sont réelles, de méme valear absolue at de
— < 0 |signes contraires.
a l Les deux autres racines sont imaginaires,

Les quatre racines sont réelles et égales deux

b
— a)—' >0 |a deux. Les valeurs absolues sont les mémes;
£0 “a les signes sont contraires.
¢ .
b — hac — 0 b Les quatre racines sont imaginsires; mais
—4ac= < —?<0 représentées seulement par deux expressions
% différentes.

=0 On a nécessairement b = (.
c= Les quatre racines sont nulles.

b* — hac<< 0| Les quatre racines sont imaginaires.

’ 904, RemARQUE. — Pour que les quatre racines de 1’équation bicarrée
soicut réelles et distinctes, il faut et il suffit que I’on ait simultanément

b—dac>0, 250, -2,
Ju encore, pulsque, par hypothése, a est différent de zéro,

b 4ac>0 ac>0 —ab>0

Pour qu’elles soient réelles, sans aulre condition, il faut et il suffit
que I'on ait
b —4dac>0, ac>0, —ab=>0.

o
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Enfin, pour que deux des racines soient réelles et dislinctes et que
les deux autres soient imaginaires, il faut ot il saffit que I'on ait

c
-<0
a
ou bien
ac <0,
car cette condition entraine la suivante :

b* — 4ac > 0.

208. REmarQue. — L’équation bicarrée a trois réalisants e

b — 4ac, ac, — ab.

Nous les considérerons toujours dans I'ordre précédent et uous leur
attribuerons les numéros (1), (2), (3).

206. APPLICATIONS @

1° Resoudre I'équation

— ot +13x? — 36 = 0.
Ona ) '
a=—1, b=13,
Les formules (3) donnent

\/—13:\/1'?}*—4><36
x==x —3 »

¢c= —36.

d’ou
—13 =+
@Tr= ¢25,
-2
N —13 =8
r= = -——_—:-"2—-')
et enfin
z=—2 L,==3, x3=+2 z,=+3

Nous trouvons quatre racines réelles et distinctes, comme il était
acile de le constater a priori (204).

2° Résoudre I'équation

2t 422 —1=0.
On a

a=2, b=1, c=—1.
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Le produit ac étant négatif, 'équation a deux racines réelles et
distinctes et deux racines imaginaires Il n’y a lieu de calculer que
les racines réelles, qui sont fournies par la racine positive de I’équation

2 +y—1=0.

Elies sont
ooz i VIFE
4
d’ott
@ =1 Ly = + —=
R e

207. AppLicATION. — Discuter les racines de Uéquation
x* + x2A(A — b) — a?] + A[(A — b)? — a?] =0;
a et b sont des nombres positifs donnés; A peut recevoir une valeur
quelconque depuis — o jusqu'é + .

Calculs préliminaires.

Caleul du premier réalisant.
pr=[22(A —b) — a*]* — S [ — b)* — a?],

sab(n + 2
P‘ = ()\ -+ Z?)) .
Calcul du second réalisant.
pr = A2 — b)* — @],
pa=MN[A — (b — a)][x — (b + a)].
Calcul du troisiéme réalisant.
ps = — (2A* — 2b3 — a¥).
Cest une fonction du second degré en X dont le réalisant est posiif.
Sil'on désigne par A" et A" (A" < 1) les racines de I’équation
o(d) = 202 — 2b6A — a* = 0,
ps=—20 =2)(x =2").
" Ces différents calculs montrent que les signes des trois quantités
p1» P1» Ps dépendent de la grandeur de A par rapport aux valeurs
remarquables

on a

a’
-0’ b—a, b+a, X, 2.

Classons ces valeurs




1°On a

car, b étant positif, cette relation est équivalente a la suivante:
—ar* — 4 + 4ah <0,
—(a—202<0.
2 g et b étant positifs, on a évidemment
‘b—a<b+a.
3°11 reste & comparer & X" et )’ les trois valeurs remarquables

2
—Z—i)' b—a, b+ a.

Japplique la méthode 127.

,,,(_ %}) - ;—b’-z(a — 9b)(a + 2b).
9(b — u) = a(u — 2b).
¢(b + a) = a(a + 2b).

’ »

La demi-somme ;_ est égale & g Puisque a et b sont positifs,
on voit immédiatement que
@ N+ VN
<9 et que b+a>—§—-°
De plus, on a
b SN+
-—a < ) ]
sil'ona S
b—2a z 0,
ou b
<
a 2>Q

avec correspoudance des signes d’inégalité.
" 1l ya donc pour a trois valeurs remarquables ¢

b
2’ ‘

Je laisse de cdté la premiére, qui est négative et que je n’ai pasd
considérer, puisque a est supposé positif.

- 2b, 2b.
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J’ai alors le tableau suivant

x
vre>x>y>v—g>T - *
]
: Juoq
(4
D+qQ > >n—q
X+ X ’ -}- - .- .
“ ’ ® uo ‘10 t y i +
*aWIWoS-1Wep J0ef 1u-1jt 00 Inb
o 4 D +q D—q mw — 0 —
. t
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13
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0= (0% o
1 onenbp | 9p ourona aun g s9[eSP 1U0s spINUEND XNAP §3) ‘D —Q =——
D
. Vi
PHq> (>D—q> = >
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g dnougixe 389 D + Q- °,Y 19 Y enue sladwod juos » — q 1 cIM. — 0
s
_ ¥ \.
INIWE-SVTO (o x)b|(0+9q)d|(0—q) il p
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Conclusions.

Nous pouvons maintenant répondre 4 la question posée. Nous
distinguerons trois cas, selon que I'on aura

<2b

al{=2>b

> 2b.

U . a < 2b.
Al | pa| ps . CONCLUSIONS

—o0

M....]-eee]-eo+]  Les quatre racines de I'équation sont imaginaires.

a2 Les quatre racines sont réelles et égales
TS —4+| + | py = 0 { deux & deux. Les valeurs absolues sont les
mémes; les signes sont contraires. ’

Les quatre racines de I'équation sont réelles, deux a
deux de méme valeur absolue et de signes contraires.

: Deux racines sont nulles. Les deux
b—al....|e—lo...|— ps = 0 { autres sont réelles, de méme valeur
absolue et de signes contraires.

) . Deux racines de’équation sont réelles,de méme valear
)\ PP absolue et de signes contraires.
Les deux autres racines sont imaginaires.

+ — —
b =0 Deux racines sont nulles.
+aj.... ) P = Les deux autres sont imaginaires.
+ | + | — [ Les quatre racines sont imaginaires.

+%

Remarque. — p, contient A* en facteur. p, s’annule donc pour A= 0,

2 .
Or, zéro se place enire — %}- et 2. Par conséquent, si I'on a

P - 0<b—a,
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zéro se place dans I'intervalle pour lequel ’équation a quatre racines
réelles. Quand ) passe par zéro, deux des racines deviennent nulles.

Si I'on a

0>b—a,

zéro se place dans Iintervalle pour lequel I'équation a deux racines
réelles et deux imaginaires. Quand ) passe par zéro, les deux racines
imaginaires deviennent zéro toutes les deux, car la somme des racines
de l'équation en y, (x* =y), étant positive, c’est la plus petite des
racines y’ et y* qui devient nulle. L’équation a alors deux racines
réelles et deux racines nulles. .

Enfin, si 'on a
, 0=b—a,
les résultats donnés dans le tableau précédent ne subissent aucune
modification lorsque A passe par zéro.

20 a =2b.
Nous savons qu’alors

a L »
—4—5—.b—a_l.

La valeur commune & ces quantités est — b; celle de A" est + 2b;
celle de b+ a est 3b. Les résultats sont:

Adpr|pa| s CONCLUSIONS
— ¢
Les quatre racines sont imaginaires.
- | » »
pr=0
- b —<{pa = 0) Les quatre racines sont nulles.
ps =0
+ | =1+

Deux racines sont réelles, de méme valeur absolue
9h|....0....| =] ©t de signes contraires. Les deux autres racines sont

imaginaires,
-+ — -—
3 . =0 Deux racines sont nulles.
A D P = Les deux autres sont imaginaires.

Les quatre racines sont imaginaires.
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Remarque. — Quand ) passe par zéro, les deux racines imaginaires
qua l'équation lorsque A est voisin de zéro, deviennent toutes les
deux nulles.

3 a>2b,
Xle e | e CONCLUSIONS
—00
- » »
a!
._.Zb seso]ee..] Les quatre racines sont imaginaires.
+ |+ -
b— _ Deux racines sont nulles.
al.... corel—{pa=0 .
a Les deux autres sont imaginaires.
+ | =1 = -
Xl ...

Deux racines de l'équation sont réelles, de méme
<+ | — | + [|valeur absolue et de signes contraires.

Les deux autres racines sont imaginaires.

)\ [ [ —

b+al... v Yo =0 Deux racines sont nulles.
Ps = Les deux autres sont imaginaires.

+ | + | — | Les quatre racines sont imaginaires.

-0

Remarque. — Quand X passe par zéro, les deux racines imaginaires
qu'a l'équation lorsque A est voisin de zéro, deviennent toutes les
deux nulles.

Comparaison d'un nombre donné « aux racines
d’une équation bicarrée.

208. I 0’y a lien de traiter cette question que dans le cas ol
P'équation a ses quatre racines réelles et distinctes, et dans celui ou
elle a deux racines réelles et distinctes et deux racines imaginaires,
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1. L’équation
ar* + bx* +c =0

a ses quatre racines réelles et distinctes.

Puisque ces racines sont deux i deux de méme valeur absolue et
de signes contraires, en désignant par x’ et &' (x' < ') leurs
valeurs absolues, elles sont représentées pa1 : '

”

-, -, + &, + .

Nous les avons rangées par ordre de grandeur croxssa.nte. ’f
_ Considérons I’équation :

ay* + by +c¢c =0,

obtenue en remplagant 22 par y.
Par hypothése, cette équation a deux racines positives 3’ et y"
(y <y), etlona .

+ z'* = Yy et +ar =y

Comparons (127) 4 y’ et ¥ le carré «* du nombre donné a.
Si l'on a
@ <y,
ce qui revient 3
=22 <0
ou a :
' (x = 2"« + &) L0,
le nombre « est compris entre
- et + &'
Si I'on a
Y <ot <y,
ce qui revient, d'une part, a
o —22>0
oud
(@ —2)(e+2)>0,
et, d’autre part, &
. -2 <0,
ou &
(@ — 2o + a') < 0,
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« est & la fois extérieur 4 l'intervalle (— #’. + a') et compris dans
lintervalle (— a’. + ). Il se place donc dans I'un des deux intervalles

(—x'. —x) et (+2. +2):

dans le premier, 8l est ﬁégatif ; dans le second, s’il est positif.
Enfin, si 'on a
¥y <a
ce qui revient a ‘
at — 2 > 0
ou & .
(¢ — &)(e + ") >0,
a est extérieur 3 Pintervalle (— 2. + 7). Il est inférieur & — o,
s'il est négatif, et supérieur & + &, s'il est positif.

Ezemple. — Comparer le nombre — 2 aux quatre racines réelles = &’
et = &" de I'équation

F(z) = 2 — 102* + 9 = 0.
Ona - :
F(—2) =16 — 40 + 9,
d’'ou '
F(—2 <o0. :
F(— 2) est du signe de — a. Le nombre (— 2)* est compris en
vety. . L
Le nombre — 2 est compris entre .

— et - Aw’.

IL. L’équation
axt + bx* +¢=0

a deux racines réelles et distinctes et deux racines imaginaires.
Soit a” la valeur absolue des deux racines réelles. Ces racines sont
—a et +a.
L’équation
ay*+by+c=0
a ‘ses racines ¥ et " (¥’ < ¥) a signes contraires. y* étant celle qui
est positive, on a

02

+z* =y
Comparons «* aux nombres ¥’ et y'.
Sil'on a
at < y'v
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ce qui revient &
L2 <0
ou A
(@ — &) + &) <0,

« est compris entre — x" el + .
Sil'on a
>y,
ce qui revient A ]
ot — ' > 0
ou &
(¢ — z")a + ") >0,

le nombre « est extérieur & I'intervalle (— z". + &"). Il est inférieur
a — a, s'il est négatif. Il est supérieur & + ', 8'il est positif.

Exemple. — Comparer lenombre — 3 aux racines de I'équation
Flo) = o* — 308 — 4= 0,

dont deux racines seulement sont réelles.
On a .
F(—3) =8 — 27T — 4.

F(— 3) est du signe de + a. Le nombre (— 3)* est extérieur
I'intervalle (y’.y"). Comme ( — 3)* est positif et que y” est négatif,
(— 3)® st supérieur 4 y".

Le nombre — 3 est doncinférieur aux racines de l’équatlon donnée,

RESOLUTION DES INEQUATIONS BICARREES

209. Une inéquation bicarrée est de Pune des deux formes
ax* + ba* +¢>0 - et azxt + b2 + ¢ <0,

avec a # 0.

Lorsque linéquation est de la seconde forme, si l'on fait passer
tous les termes du premier membre dans le second en changeant les
signes, on obtient une inéquation de la premiére forme qui est équi-
valente 4 la proposée. Nous pouvons donc nous borner 2 la résolu-
tion de I'inéquation

ag® + bxt +¢ > 0.
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Nous distinguerons trois cas, suivant que le premier réalisant de

la fonction
F(x) = ax* + bx* + ¢,

c'est-a-dire le réalisant de la fonction du second degré
@) =ay* + by + ¢,
obtenue en remplacant a* par y, sera négatif, nul ou positif.
Premier cas. pr = b* — 4dac < 0.

Nous savons qu’alors

o) = of(u + o) + 2=,

4a?
Par conséquent

o=l 2 + 2]

et, symboliquement (121),
F(x) = a(M* + Ns),
L’inéquation & résoudre est donc
aMs + N*) > 0.

Quelle que soit la valeur donnée & @, la parenthése étant toujours
positive : :
1° Sil'on a a>0,

Iinéquation admet pour solution tous les nombres depuis — % jus-
qu'd + o 3

2 Sil'on a a <0,
Pinéquation n’a pas de solution.

Deuxiéme cas. pr = b* — dac = 0.

Dans ce cas

b\3
£ = afy +5.) -

F A
(@) = a(a: + 2—a)
et 'inéquation proposée s’écrit '

Donc

a(ac‘ + Q—l;>.‘> 0.
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On voit alors que*
1° Silon a a>0,

-les solutions de I'inéquation sont tous les nombres depuis — » jus-
qu’d + o, A l'exception des deux racines carrées algébriques de

b -
— = lorsque ce nombre est positif ;

2a

2 Silon a a <,
I'inéquation n’a pas de solution.

Troisiéme cas. pr = b* — dac > 0.

L’équation '

@) =ay +by+c=0
a ses racines ¥ et 3’ (y’ < y") réelles et distinctes, et la fonction

f(y) s’écrit
f(y) =aly —y)y — y")

11 s’ensuit que
F(x) = a(z* — ¥)(@* — ¥),
et 'inéquation  résoudre est
F(x) = a(x* — y')(x* — y") > 0.
"Trois cas se présentent :

1° Les quantités y’ et y* sont toutes deux négatives.
Les nombres — y’ et — y” sont alors positifs, et, quelle que soit
la valeur donnée 3 x, les deux bindmes

x -y et x -y
. sont positifs. ‘
Par conséquent ¢
Sil'on a a>0,
I'inéquation admet pour solutions tous les nombres depuis — o jus-
qua + oo;
Silon a a <0,

Iinéquation n’a pas de solution.
2° Les quantités y’ et y” sont de signes contraires : ‘

y <0, y > 0.
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Quelle que soit la valeur donnée A x, le bindme z* — y est toujours
positif. L’inéquation proposée est équivalente a4 la suivante :

a(x* — y') > 0.

Désignons par &’ la valeur absolue des racines carrées algébriques
de y'.
Ona
» y =+ o
L'inéquation précédente s'écrit
o alx® —x) >0 .
ou bien o
a(@ + =) (x — ') > 0.
On voit alors que sil'on a
a>0,
I'inéquation proposée a pour solutions tous les nombres extérieurs &
Iintervalle (— " . + '), et que sil'on a
a<0,

elle a pour solutions tous les nombres compris entre — &" et + .

30 Les quantités y et y” sont toutes deux positives.

Désignons par a” et ” les valeurs absolues des racines carrées algé-
briques des nombres positifs 3’ et Y.

Nous avons

y =+ a* et Yy =+
L’inéquation devient
a(x* — ) (x* —x") >0
ou bien
alx + &)z + )z — &)z — ) > 0.
Remarquons que les quantités
+ o, -a, +, -

se rangent par ordre de grandeur croissante ainsi qu’il suit :

-, -, © o @t + a’.
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Dés lors
¢ |o+2 |z+a@ | o—a | @—2 | Fz) est du signe de
— ¢

— - - - +a
Y] P NS P P

+ - - - —a
—a

+ + - — +a
2 | | — e

+ + + - —a
+a 1.0 .. P P

+ + + + +a
+ o

Conséquences 3
Sil'on a . a>0,
les solutions sont tous les nombres donnés par
—oLrLl -2, —r<<r<l+a, +rlel+wo.
Sil'on a a<0,
les solutions sont tous les nombres donnés par
—r<e<—a +r<e<<+o.

Remarque. — Les limites des intervalles sont les racines de I'équa~
tion '

F(z)= 0.
210. RemMarQuE. — Les solutions de la relation conditionnelle

azt + bx* + ¢ >0,
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s’obtienuent en joignant & celles de I’inéquation les racines de I'équa-
tion
ax' + bxz? + ¢ =0.
211, APPLICATIONS :
1° Résoudre Yinéquation
xt — 32 —4>0,

Le premier réalisant est positif, le second est négatif,
L’équation
o —3* —-4=0
a deux racines réelles, qui sont — 2 et + 2.

L’inéquation proposée a pour solutions tous les nombres extérieurs
A lintervalle (— 2. + 2).

Remarque. — La relation conditionnelle
o —3*—- 40
a pour solutions tous les nombres définis par
—m <z —2 et +2<.a7<+ao.
2° Résoudre l'inéquation
xt — 10z + 9> 0.
Les trois réalisants sont positifs.
L’équation
2t —10r* +-9=0
a ses quatre racines réelles et distinctes. Elles sont

-3, —-1, +1, + 3.

L’inéquation proposée, dans laquelle le coefficient de z* est positif,
admet pour solutions tous les nombres définis par

—_—e L e -3, Iz +1, +3I< e + ».
Remarque. — La relation conditionnelle
xt —1022 9> 0
admet pour solutions tous les nombres donnés par
-~z -3 —-1<z<+1, +3<x<<+w.

1
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3* Résoudre 'inéquation

z — 102 + 9 < 0.
Je lui substitue I'inéquation équivalente
—x' +10x* — 9> 0.
Les solutions sont tous les nombres définis par
-3Ie< -1 et +i<x+3,
Remarque. — La relation conditionnelle
e —-102*+9<0
a pour solutions tous les nombres donnés par

-3gz< -1 et 1 <+ 3,



INDICATIONS GENERALES

SUR LA RESOLUTION D UN SYSTEME DE PLUSIEURS EQUATIONS

A PLUSIEURS INCONNUES

212. Dirinitions. — On dit que plusieurs équations & plusieurs
incvanues forment un systéme d'équations simullanées lorsque ces
équations doivent étre satisfaites simultanément par les mémes racines.

L’ensemble des racines qui satisfont simultanément & un systéme
d’équations, est un systéme de racines du systéme de ces équations.

Trouver les différents systémes de racines d’un systéme d’équations,
c’est résoudre ce systéme,

Deux systémes d'équations sont équivalents lorsqu’ils admettent les
mémes systémes de racines.

Dans la résolution d’un systdme d’équations, on peut remplacer ce
systdme par un autre équivalent,

213. REMARQUE. — Les théordmes 34 et 38, que nous avons démon-
trés sur I'équivalence des équations i une inconnue, s'appliqueit
sans aucune modification aux équations & plusieurs inconnues.

Nous n’en reprendrons pas la démonstration.

214. ReMarqQue. — Quelles que soient les équations qui composent
un systéme, on peat toujours remplacer ce systdme par un autre
équivalent, dans lequel les équations ont toutes zéro pour second
membre, c'est-d-dire sont de la forme

F@,y, 5, ...)=0.



~ 166 —

215. TutorkMe. — S7, dans un systéme d'égquations simuilanées a

plusieurs inconnues

F(x.y, z,...) =0,

F(x,y2...)=0,

F’(X, Y, 2. ) =0,
Vune des équations est équivalente a une équation de la forme

x =1y, z,...),

on oblient un systéme équivalent au proposé en joignant & Uéquation
précédente les équations que U'on trouve en remplagant x par {(y, z,...)
dans les équations autres que celle qui a fourni Péquation

x = 1(y, z,...).

Je dis que les deux systémes

F(, y, 5...)= © = [y 5...)
Ol sy =0 * @ feyys 5 50 2o
_ équ.iv;le.m;. ..... e
Soit Z zi

un systéme de racines du systéme (1). Par hypothése, les égalités

F(o, 8,7, ...) =0,
F(z,B. 9y ...)=0,
F, 6y, ...)=0,

sont des identités.
Remplagons, dans le sysiéme (2), «, 4,3, ... par o, B, v, ...: la
premiére équation de ce systéme se transforme en une identité, puisque
les équations
Flx,y, 3, ...)=0 et = f(Y) By oes)
sont équivalentes. Ainsi « cst identique &

[E0 s oo):

Les autres équations deviennent les égalités
F’U(ﬁr’b . ) 69 Yy - ]—0
F'[f(p'Y” ))69.{’---]—-0.

® ® @ 8 ¢ o o s s e w e - .
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Elles sont encors des identilés, puisqu’elles s’obtiennent en rem-
plagant, dans les idenlilés

« par la quantité identique f(8, v, ...).
Les nombres «, B, v, ... transforment donc les équations (2) en
identités. Ils forment, par suite, un systéme de racines de ce systdme.
On démontrerait de la méme fagon que tout systéme de racines du
systétme (2) est un systtme de racines du systdme (1). Les deux
systémes sont par conséquent équivalents, et le théoréme est démontré.

Remarque. — Il peut arriver que certaines équations du systéme
proposé ne contiennent pas toutes les inconnues qui figurent dans le
systéme. Si ce fait se présente, cela ne change rien au raisonnement
précédent, et le théoréme subsiste.

216. REMaRQUE. — Soit un certain systéme d’équations simultanées.
Désignons par n le nombre des équations et par p celui des inconnues,
et supposons que I'on puisse appliquer le théoréme précédent.

On obtient un systéme équivalent formé encore de n équations;
mais, tandis que dans 'une des équations les p inconnues peuvent
figurer, dans les n — 1 autres, iln’y a que p — 1 inconnues au plus.

217. — DeriNiTion. — Calculer le deuxiéme systéme s’appelle
éliminer I'une desinconnues entre les équations du premier systéme.

218. AppLicATION. — Résolution d’un systéme de n équations simul-
tanées renfermant p inconnues.

Nous supposerons qu’il sera toujours possible d’dliminer une inconnue
entre les équations des différents systémes que nous allons rencontrer.

Plagons-nons dans le cas général. Admettons que chacune des n
équations du systéme conlient les p inconnues.

Eliminons une inconnue. Nous obtenons un syst¢me équivalent
formé de n équations. L'une d'elles (je I'écris la premiére) contient
- les p inconnues; les n — 1 suivantes n’en renferment que p — 1.

Considérons spécialement le systtme de ces n — 1 équalions et
éliminons dans ce systeme une nouvelle inconnue. Nous trouvons un
systéme équivalent formé de n — 4 équations. L’une d’elles (je 1'écris
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la premiére) renferme p — 4 inconnues; les # — 2 autres n'en
coatiennent plus que p — 2.

On peut alors remplacer le syst®me proposé par un systéme équi-
valent formé de n équations. La premiére est celle qui a été utilisée
pour la premiére élimination; elle renferme p inconnues. La seconde
est celle qui a été employée dans la seconde élimination; elle contient
p — 1 inconnues. Quant aux n — 2 autres, ce sont les équations
obtenues en dernier lieu; elles ne contiennent que p — 2 inconnues.

Si Yon continue de la sorte, trois cas se présentent :

1° n = p. Le calcul conduit & un syst®me équivalent au proposé,
composé de

une équation & n  inconnues,
une . . . .. n—-41.....

................

une équation & wune inconnue.

Désignons par & I'inconnue contenue dans la dernidre équation.

Si cette équation n’admet pas de racines, il est impossible de satis-
faire simultanément aux équations données, et le systdme proposé n’a
pas de systéme de racines.

En général, la dernitre équation a un certain nombre de racines.
Soit '

T=a
Pune d’elles.

Remplagons @ par « dans les n — 1 premidres équations du sys-

téme (1). Elles deviennent : '

la 1r, une équation & # — 1 inconnues,
la 2, ... ... .n=-2. ...

la(n.— 1)°, une équation & wunme inconnue.

@

Soit y I'inconnue qui figure dans la derni¢re équation du systéme (2).

Si cette équation n’admet pas de racines, o ne fait pas partie d’un
systtme de racines du systdme proposé, et il faul recommencer
Yopération avec une autre des racines de la n° équation du sys-
téme (1). :

Si P'on ne trouvait jamais de racine pour la (n — 1)° équation du
systéme (2), le systéme propued n'warait pas de syst®me de racines.
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Supposons que la (n — 1)° équation du systdme (2) ait des racines,

Soit
— y=5
Pune d’elles.

Remplagons y par g dans les n — 2 premidres équations.du sys-
téme (2) ; nous obtenons un nouveau syst®me, qui présente les par-
ticularités du systéme (2).

Agissons sur ce systtme comme sur le syst®me (2), et ainsi de
suite.

Finalement, si nous n’avons pas été arrété par la constatation de
I'absence de racines, nous trouvons un syst¢tme formé d'une seuje
équation a une seule inconnue ¢.

Si cette équation n’a pas de racine, le systéme «, f,... ne peut pas
faire partie d’'un syst¢me de racines du sysieme proposé, et il faut
recommencer les calculs avec les autres valeurs trouvées pour , ¥,. ..

Supposons que I’équation ait des racines, et soit '

=0
I'une d’elles.
-Le systéme
P =0
y —
3 = Y
t=20

est évidemment un systdme de racines du syst®me proposé.

On aura tous les autres systd®mes en considérant successivement
toutes les racines des diverses équations & une inconnue que I'on
renconire dans la suite du calcul et procédant comme nous venons
de le faire.

2° n < p. On peut éliminer successivement n — 1 inconnues. La
derniére équation contient encore p — n + 4 inconnues. Si l'on
donne des valeurs arbitraires 4 p — n de ces inconnues, on peut
continuer I'application de la méthode précédente et obtenir en général
un certain nombre de systémes de racines qui correspondent aux
valeurs arbitraires choisies. Avec d’autres valeurs arbitraires, on
aurait en général d’autres syst®mes de racines. Par conséquent, en
général, le systéme proposé admet une infinité de systémes de racines.
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3°n > p. Aprés I'élimination de p — 1 inconnues, onan —p + 1
équations i une inconnue. Il est, en général, impossible de trouver
des nombres qui satisfassent simultanément & ces équations.

Le systtme proposé n’a donc pas en général de systemes de
racines.

Remarque. — Lorsque certaines équations ne contiennent pas
toutes les inconnues du systéme, la méthode précédente s’applique
encore ; mais les calculs sont plus simples.

Remarque. — Nous n’avons fait aucune hypothése sur les fonctions
F, F, F"... Elles sont quelconques.

219. DeFivimion. — Une équation a plusieurs inconnues
F(z, y, 5,...)=0

est du m® degré, lorsque la fonction F est un polyndme entier
par rapport aux lettres x, y, z,... et que le terme du plus haut
degré par rapport & ces lettres est du degré m.

Egzemples: L’équation
2w +3y+1=0
est du premier degré.
Les équations

o -2y +pPpPrr+y—2=0,
Szy+ax—~-2-4=0

sont du second degré.

220. ApeLicATION. — Résoudre le systéme

X+ Yy=a,
@) ; xy = b.

Jélimine y, JYobtiens le systéme équivalent

Yy=a—=x,
@ ga;’—aa;+'b=0.
L’équation
3) 2 —ar+b=0

ne renferme qu’une inconnue. Elle est du second degré, -et son réah-
sant est a® — 4b.
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Silon a - a- — 40 < 0,

I'équation (3) a ses racines imaginaires, ce qui, pour nous, revient
dire qu’elle n’a pas de racine. Le systtme (1) n’admet donc pas de
systéme de racine.

Sil'on a . ar— 4b =0,
I’équation (3) a ses racines égales. En réalité, elle a une seule racine,
égale 2 g. Lorsqu’on porte cetlte racine dans I'équation

y=a-—-uo,
on frouve

2
Yy=13

Il g’eusuit quele systdme (1) admet un ‘systéme unique de racines,
qui est

.
¥=3

8
I
N'JJ S

Sil'on a _
a* — 46 >0,

P'équation (3) a deux racines réelles, que je représente par « et o,
En les porlant successivement dans I'équation

y=a—a,

on en déduit pour y deux valeurs correspondantes 8 et £, et le
systéme (1) admet les deux systémes de racines

T =a r = a
5 § ;
® y=5 y="p.
Remarque. — Revenons au cas ol
a* — &b > 0.

En éliminant & au lieu de y, nous trouvons le systéme

g Z=a-—1,
Yyr—ay+b=0,

qui, étant équivalent au systéme (1), admet pour systémes de racines
les deux systémes (4). Il résulte de 1a que I’équation

y—ay+b=0
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apourracines g el &', Or, cette équation est équivalente & P'équation (3).
Il faut donc que I'on ait

a=p et o =f¢
ou bien

a=f et o = B.

La premiére hypothése n’est pas admissible, car elle entraine

d’ou

Par conséquent, on a
a=§¢ et o =8,

et les deux syst®mes de racines sont

a+vVa =% a— va — 4b

z 3 T = o)
- et -
a— va — 4b a +Va — 4b
y=—-p—" y=—s—-

Remarque. — On aurait pu dire encore :
Le systéme (1) ne change pas quand on permute les lettres & et y.
Donc, si
i r=a

y=_¢

est un systéme de racines du syst®me (1), il faut que
y=ua
=8

soit également un systéme de racines de ce systéme.

Remarque. — Proposons-nous de trouver deux nombres connais-
sant leur somme a et leur produit &.

Si I'on désigne par « I'un de ces nombres et par y I'autre, la ques-
tion revient 4 la résolution du systéme
T+ y=a,
ay == b.
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Si a* — 4b < 0, le probléme est impossible.
Si a* — 4b = 0, les deux nombres sont tous deux égaux i ;-
Si a* — 4b > 0, les deux nombres sont les deux racines de I’équa=
tion
x’ bl GX + b = 0.
221. AprricATION. — Résoudre le systéme

=% +z+1=0,
2% —y+z—1 =40,
Xh—3x —yxt —4x* -y + 8x—z+ 3 =0.

En éliminant s, on trouve le sysiéme équivalent

5= —xz—1,
, W —z+y—2=0,
. o —30 —yx* — bt — y* + 62 — 2+ 4= 0.

Si I'on élimine y entre les deux dernidres équations, il vient

{y:—%’+w+9,

-z +8rr—4=0,

et le systéme proposé équivaut au suivant :
5=2—a—1, )
y=—+a+ 2, (2
e — 8z + 4= 0. : 3)

L’équation (3) ne contient qu'une inconnue, a. Elle a pour racines
les quatre nombres

-2, -1, . +1, +2.

Si le systéme proposé admet un ou plusieurs syst®mes de racines, la
valeur de z dans I'un quelconque de ces systémes est I'un des nombres
précédents.

Donnons successivement 4 & les quatre valeurs
-2, —1, +1, + 2,
o Soit x=—2.

L’équation (2) devient _ "
. y=-—29.
L’équation (1) devient
s=2+1.



e
Eliminons y entre ces deux équations; nous trouvons le systéme
équivalent
y=-— 8,
5=—18.

Il résulte de ce calcul que si, dans le systéme des équations (1), (2)
et (3), on fait simultanément

r=—2 y=-3_§, 5=-18,

le systéme est satisfait. Par conséquent, il en est de méme du systdme
proposé, qui admet alors le systéme de racines

r=-—2, y=-—38, s==18,
20 Soit # = — 1.
En procédant de méme, on trouve le systéme de racines
rz=—1, y=-—1, z1=-2
3° Soit x =1.
On trouve -
r=1, y=1, z3=0
4° Soit z= 2.
On trouve
=9, y=—4, z=-—11.

Le systéme proposé admet donc les quatre systémes de racines

r=—2 z=—1 x=1 (=2 .
y=—8 y=-—1 Sy =1 y=-—4
Z=0 Z=—iio

z==—2

222. APPLICATION. — Résoudre le systéme
-4z +4y—1=0,

7t — 22y + 2t — 2y — 3 =0,
X+y—z—1=0.

m

Jélimine 3. Jobtiens

@ o -y —4=0,

s=x+y-—1,
.’1)’—-4.’D+3=0‘
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La derniére équation ne contient que I'inconnue x; elle admet les
deux racines

1 et 3.

Si le systdme proposé a des systémes de racines, les valeurs de &
dans ces systdmes ne peuvent étre que 1 et 3.
Donnons 4 & la valeur 1.

La seconde équation du systéme (2) devient
e 3=0.

Comme elle a ses racines imaginaires, & ne peut pas recevorr la
valeur 1.

Faisons alors

z=3.
La seconde équation devient
3 §—-y=0,
et la premitre
(4) s=y + 2,

L’équation (3) admet deux racines
VS et + /5.
Si on les porte successivement dans I’équation (4), on a.
3=2—15 et 3 =2+ 5.

1l résulte de 14 que le systéme proposé a deux systémes de racines,
qui sont

z=3 _ =3
3=2~y5§ 3 =2+ 5.
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RESOLUTION DES PROBLEMES

228. Pour résoudre un probléme, on désigne les inconnues par les
lettres &, y, 5,... et on écrit, & l'aide des signes de l'algébre, les
relations auxquelles doivent satisfaire simultanément ces inconnues.

On obtient ainsi des équations et des inéquations.

La résolution du syst®me formé par ces équatlons et ces inéquations
donne les solutions du probléme.

Remarque. — Certaines inéquations peuvent étre remplacées par des
relations conditionnelles.

PROBLEME I

Nang Vintérieur d'un triangle de base b ct de hauteur h, placer un
rectangle de périmétre donné 2p, de maniére que deux de ses sommels
soient sur la base du triangle et que les deux autres sommels soient
respectivement sur les deux aulres cotés. '

Soit ABC le triangle donné.

c
AB=1b, CP =h.
X X Désignons par & et y les nombres qui
mesurent la base DH et la hauteur DK
i du rectangle DHIK demandé.
A D P H

Puisque le rectangle doit avoir un péri-
métre égal & 2p, il faut que Fon ait

2 +Qy =2p,

* c'est-a-dire

T+ y=p.




"
P = =¥

— T B

v
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D’autre part, les triangles semblables CKI et CAB donnent
h—y

— .

h

z

b
I résulte de 14 que les nombres que nous avons appelés a et y

forment un systdéma de racines- du systéme d’équations :

-+ D

>
|l

@)

<

ol8 8
=’I

Mais la réciproque n’est pas vraie. Tout syst®me de racines de ce
systéme d’équations n’est pas nécessairement un systdme de solutlons
du probléme.

11 faut encore, et cela suffira évidemment, que ces nombres soient
positifs, que la valeur de @ soit intérieure 4 b et que celle de y soit
inférieure 2 A. ' :

Remarquons que si x et y représentent des nombres positifs satis-
faisant au syst¢me (1), lc premier membre de la seconde équation
élant posilif, le second doit I’dtre aussi, et y est inférieur a h. De
plus, h — y est inférieur & A; donc z est inférieur & b.

Je vois ainsi que pour qu'un systéme de racines des équations (1)
soit un systtme de solutions du probléme, il faut et il suffit que ces
racines soient positives.

En résumé, la résolution du probléme revient i celle du systéme -
d’équations et d’inéquations

+Yy=p,
x h—y
[
x>0,
y>0.

Résolvons d’abord le systéme des équations (1),
L’élimination- de y donne le systtme équivalent

R . ( y:pnf w’ .
@) leth — b) =b(h—p)

Deux cas se présentent:
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t h—bz0.
La seconde des équatiouns (2) équivauta
_bh—p)
T=Th= "

Portant cette valeur de « dans la premiére, on a

_hp -0,
“h—=0b

Le systéme (2), et par suite le systéme (1), est équivalent au suivant:

_bh—p)
T ==y
@ _hp—b)
Mo,

Lesystdme (1) est résolu par les formules (3).
20 h=b=0.
Le systéme (2) devient

y=p—2
0 = b(h — p).

Si h est différent de p, la seconde équation n’est jamais satisfaite,
et le systtme (1) n’a pas de systdme de racines.
Si A = p, le systéme (2) se réduit & 'unique équation
T+ y=p.

11 a une infinité de systémes de racines, obtenus en donnant i I'une
des inconnues une valeur arbitraire et calculant la valeur correspon-
dante de P'autre inconnue.

Remarque. — Si h — b = 0 avec A — p # 0, le systtme (1)
n’admettant pas de racines, le probléme est impossible.

Il nous reste maintenant, dans les deux cas ol nous avons trouvé
des racines, & voir si ces racines satisfont aux inéquations ’

x>0, y>0.
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o . h—b#0.
Silon a

h—56>0,

les racines fournies par les formules (3) ne satisferont aux inéquations
que sil’'on a
h—=p>0, p—56>0,
c’est-3-dire
h>p>b.
Si P'on a
h—-b<0,
les racines fournies par les formules (3) ne satisferont aux inéquations
que si 'on a :
h=p<0, p=—=0b<0,
c’est-a-dire
h<p<hb.

Conséquence : Pour que les formules (3) satisfassent aux inéqua-
tions et donnent par suite un systéme de solutions du probléme, il
faut et il suffit que p soit compris entre b et k.

Remarque. — Sip = b, ou biensi p = h, 'une des inconnues est
nulle; le rectangle se réduit & une droite, qui- est la base ou la hauteur
du triangle.

Pl b=h=rp.

Le sysiéme (1) a une infinité de racines, obtenues en donnant,
dans 'équation
T=p-Y,
une valeur arbitraire 4 y, et calculant la valeur de a correspondante.
L’inéquation ¥y > 0 nous oblige 4 ne donner & y que des valeurs
positives. Comme x = p — y, I'inéquation @ > 0 impose en oulre
la condition ¥ < p.

Conséquence : Le probléme a une infinité de solutions, obtenues
en donnant successivement & y toutes les valeurs comprises entre 0
et p et calculant les valeurs de & correspondantes au moyen de

T=p—=1y.
Remarque. — La connaissance des nombres & et y permettant la

construction du rectangle, nous pouvons regarder la question comme
résolue.

12
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PROBLEME II

Sur le diaméire AB = 2R d'une demi-circonférence, déterminer un
point M tel que si par ce point on éléve une perpendiculaire MN,
limitée & son intersection N avec la demi-circonférence, on ait

AM + MN =1,
1 étant une longueur donnée.

Désignons par « et y les nombres positifs ou nuls qui mesurent les

N longueurs inconnues AM et MN.
\Y\ On doit avoir
x+y=1L
’___’__‘___& Drailleurs, le point N étant sur la demi-
A M B

circonférence,

MN® = AM X MB;
il faut donc encore que I'on ait

= (2R — a).

Ainsi les nombres que nous avons appelés & et y forment un sys-
téme de racines du systéme d’équations

fx+y=1
P = 2(R — ),

0]

ou du systdme équivalent

‘Y = l— o, .
2 — 2R+ +0=0,
obtenu par I’élimination de y.

La seconde des équations (2) étant du second degré, peut avoir
ses racines imaginaires. Ni cette particularité se présentait, le systdme
(2) n‘aurait pas de racines et le probléme serait impossible.

Si les racines de la seconde des équations (2) sont réelles, le sys-
téme (2), et par suite le systtme équivalent (1), admeltent deux
systtmes de racines, obtenus en résolvant la seconde des équations
(2) et portant successivement dans la premidre les racines trouvées.

Ces deux systdmes de racines ne sont pas nécessairement des sys—
témes de solutions du probléme. L’un quelconque d’entre eux, pour

@

. -
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étre un systéme de solutions du probléme, doit satisfaire aux relations
conditionnelles )
z >0, y=0,

qui résultent de la définition des nombres x et y. Cela dailleurs suffit,

car ’équation
¥ =z(2R — ),

qui est alors satisfaile et dans laquelle y* et x sont positifs ou nuls,
montre que 2R — 2 est positif ou nul, c’est-d-dire que

z < 2R.

Le point M ne sort pas de la demi-circonférence; la construclion est
possible.

Remarquons qu’en vertu de I'équation

y=1_l—-ua
nous pouvons remplacer la relation
y=0
par la smvante :
z<i.

En résumé, nous aurons les solutions du probldme en résolvant le
systéme

@ 2 — 2R +10) +12=0,

I<wgl
et portant les résultats dans I'équation

y=1l—=.

Résolution du systéme
F(x) =2x3— 2x(R + 1) + 12 =0,

@ U x <l

Japplique la méthode ~xposée av n° 175.
Calculs préliminaires.
1°Le réalisant de I'équation est

9=—[’+QRl+R'.

s
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Ceest une fonction du second degre en ! dont le réalisant est positif.
L’équation
-1 +2RI+B*=0

a deux racines réelles, ¥ et I'(I' <U'), et 'on a
p=—@=U)Q1=0).

Remarquons que les nombres I” et I” ayant pour produit — R*, sont
de signes contraires. ¥ est donc négatif, et, puisque ! est positif par
définition, le bindme I — ' est positif. p est du signe de

—(@=0).

@ F(0) = + I,

F(0) est positif.
(0) est positi F() = Il — 2R).

F(l) est du signe de I — 2R.

F(xow)=4 o,
F(== o) est positif.
La demi-somme des racines 2’ et ° (z' < ") de I'équation

Fx) =0
est
R+
) ’

elle est toujours supérieure & zéro.
D’autre part, on a

l>.L'+(L
< v ’
si 'on a
l>R+[
< 2
ou bien
I~R =0,

3° Ces calculs fournissent pour [ les valeurs remarquables
v, K, gR.
Cherchons leurs relations de grandeur.

Posons
¢(l) == — I + 2RI + R2.
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Comme U" est ]a racine positive de
o(l)=0

et que

?(2R) = Ry,

¢(+o)=—o,

R<2R< /.
Conséquences :

U est compris entre 2R et + oo. Le classement est

U o [FO)|F@) |F(x o)

SOLUTIONS DU SYSTEME (3)

2R|.

| )a=2R

T =0

z'=R >l =0
&' est compris entre 0 et [,

& est supérieur a [,

Le systtme n’a qu'une seule solution, qui
est ',

Le systéeme a une seule
solution, £ = 0.

=R Le systéme a deux solutions:
z=R et z=2R.

Les deux racines sont dans celui des inter-
vailes
—o0 0 l +
qui coutient leur demi-somme.

Or on a
I—R>0;
d’ol , ,
1< <.

Les deux racines sont comprises entre ()
et [,
Le systéme a deux solutions distinctes:

’ »

&x et &

T
S a:'=a:’=l _;-l<l'.

Les racines sont imaginaires,
Le systeme n’a pas de so.ution.

p= ( [Le systéme adeux solutions, égales &
R+7
2
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Conclusions.

Pour que le probléme soit possible, il faut et il suffit que 2 appar-
ticnne & l'intervalle (0 . 7).

Si ! est inférieur & 2R, le probléme admet un syst®me unique de
solutions ¢

x=a,
_ y =Il—4&.
Si I = 2R, le probléme admet les deux syst®mes de solutions :
; z =R, (x=2R,
|l y=R, ly=0.

Si 2R< i<, le probléme admet les deux systémes de solutions :

w=w’, m'—_—'w" |
y=Ii-o, y=Il—a.

Enfin 8i = {, le probléme n’admet plus qu'un systéme de solutions :

_R+r

X = ’

Remarque.
r=R(1+v2),

. R+l—y—=D+2RI+R? ., R+1+y—01+2RI+R
@ = 2 ) XX = 2 .

Remarque. ~ Ce probléme est susceptible d’'une solution géomé-
trique trés simple. Nous nous bornerons
A l'indiquer, laissant au lecteur le soin de
la justifier.

On éléve AC perpendiculaire sur AB et
I'on prend, sur les deux droites AC et AB,

’ \ AC=AH =1

A M u g  La droite CH rencontre la demi-circon-
' férence en N. Il suffit d’abaisser NM per-
pendiculaire sur AB pour avoir le point M.

N
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. Si le point H est entre A et B, c’est-A-dire si
c I < 2R,
K
le probléme n’a qu'une solu-
tion. '
Si le point H est sur la por-
[ , tion de droite BD, c’est-a-dire si
N
g RIS,
! _ le probléme a deux solutions,
. : N \\ " qui se confondent quand le point
A 0 M MMB HD Y grriveen D.

Le probléme est impossible si le point H est au deld du point D.

PROBLEME III

On donne une circonférence O, de rayon R, et un point P sur cette
circonférence. On trace le diamétre qui passe par le point P et on le
prolonge dans les deum sens. Par un point A quelconque sur la droite
que Uon obtient ainsi, on méne une perpendiculaire AN & cette droite.

On demande de déterminer sur la circonférence un point M qui soit
équidistant du point P et de la droite AN. -

Du point M abaissons MH perpendiculaire sur OP et menons le
diamétre YOY' paraliéle & MH, Désignons par OX la demi-droite qui
contient le point P, et par OX’ la
demi-droite opposée.

Selon les positions des points A, H

& N et M, les longueurs OA, OH et HM
: sont susceptibles d’étre portées dans

¥/ o HF A X deux sens différents.
\J Convenons d'affecter les nombres
qui mesurent les longueurs OA et
OH du signe + lorsqu’elles sont
portées sur OX et du signe — lors-
qu’elles sont portées sur 0X'. Convenons de méme d'affecter le nombre

qui mesure HM du signe + lorsque cette longueur est portée dans le
sens OY et du signe — lorsqu’elle est poriée dans le sens OY'.

Y

'q

.
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Représentons enfin par a, « et y les nombres algébriques qui corres-
pondent aux diverses longueurs OA, OH et HM.

Si nous parvenons A calculer les nombres algébriques x et y, le
point M sera déterminé sans ambiguité et le probléme sera résolu.

Cherchons maintenant les équations du probléme.

Pour que le point M réponde A la question, il fautet il suffit :

1° Qu’il soit sur la circonférence;

2° Que les deux longueurs MP et MN soient égales.

Premiére condition. — Si le point M est sur la circonférence,

Ihypot(nuse du triangle rectangle MOH est égale & R et les deux
nombres algébriques @ et y satisfont 2 I'équation

& + y* = R3,

Inversement, si « et y sont deux nombres

positifs ou négalifs, qui satisfont A cette
g lo équation, 'hypoténuse du triangle reclangle

X’ ‘/ X MOH est-égale A R et le point M est sur la

circonférence.

La premiére condition se traduit donc par
Y P'équation

z* + y* =Ry,
sans autre obligation pour a et y que d’4tre réels.

Seconde condition. — Dans tous les cas de figure, le nombre
arit hmétique qui mesure MN est égal A la valeur absolue de

a—z,
et celui qui mesure MP, &
V' + R — ).

Par conséquent, pour que la seconde condition soit satisfaite, il
faut et il suffit que 1'on ait

x@—a)=yy*+ R —a)p
Ou encore

@—azt=y"+ (R —ap,

@ et y représentant des nombres posilifs oa négatifs, c’est-d-dire réels,
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Résumé.. — La résolution du probléme est ramenée a la recherche
des systémes de racines réelles du systtme d’équations

wl_’_y!:Rl,
@—2zp=y'+ (R —x)

ou du systéme équivalent

gy=:x/R’-—w', )
? —\Zm(a —R)+a*—2R*=0, (2)

que fournit I'élimination de y.

L’équation (2) ne contient que I'inconnue 2. Elle admet deux racines
réelles ou imaginaires.

Si ces racines sont imaginaires, le systéme précédent n'a pas de
systéme de solutions, et le probléme est impossible.

Si elles sont réelles, & chacune d’elles correspondent pour y deux
valenrs réelles ou imaginaires fournies par '’équation (1).

Lorsque les deux valeurs de y, qui correspondent & une racine
réelle de I’équation (2), sont réelles, & cctle racine correspondent deux
systtmes de solutions et, par suite, deux solutions du probléme,
Dans le cas contraire, la rac ine considérée ne donne pas de solution.

La condition de réalité des racines de I'équation (1) étant

Rr=x2>0,
c’est-3-dire
—R<ax< +R,

il résulte de 1a que pour qu’une racine de I'équation (2) fournisse un
systéme de racines réelles, il faut et il suffit qu’elle soit réelle et non
extérieure & l'intervalle

—-R + R.

En définitive, pour ré soudre le probléme nous avons & résoudre le
systéme
3 a* — 2z2(a— R)+a*—2R* =0
—R<z< +R,

et & porter chaque solution trouvée dans I’équation

afin de calculer y.
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Résolution du systéme (3).

Posons
F(x) = «* — 2x(a — R) + a* — 2R?,

Calculs préliminaires.

1° Le réalisant de F(x) est

=_m@—?)

% F(— R) = (@ — R)(a + 3R).

F(+ R) = (a — R).

Remarquons que F(+ R) n’est jamais n:égatif.
3° La demi-somme des racines x’ et x” (' < ") de I'équation

F(x)=0
est a— R.
On a
x+ax
>
—R< 5
si 'on a
<
a>0.
De plus, on a
ST+
R< 2 b
silon a
a—9R§0.

4° Ces différents calculs donnent pour a les valeurs remarquables

3R
-

3 R, —3R 0, 2R.

Elles se classent de la facon suivante:

-3H<0<R<%<2R.
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“Résultats.

F(—R)

F(+R)|F(zo0)

SOLUTIONS DU SYSTEME (3)

—0

—3R|..

3R

Les deux racines sont dans celui des

intervalles
—o —R +R 4o
qui contient leur demi-somme.

a étant négatif, la demi-somme est
inférieure & — R. Les deux racines
sont inférieures & — R. Le systéme
n’a pas de solution.

z =—"TR

X =—

Le syst¢éme a une
solution:

" =—R.

La racine &’ est comprise entre — ©
et —R. La racine x’,entre— Ret +R.
Le systeme a une solution, qui est

»

x.

Le systeme a deux
solutions :

z'=—R. 2’=+R.

Les deux racines sont dans celui des
intervalles
—ow —R +R +»
qui contient leur demi-somme.
a étant compris entre 0 et 2R,
on a , ,
X +o
R< 5
Les deux racines sont comprises entre
—R ¢ <R
Le systtme a deux solutions:

’ »

x, .

<+ R.

solutions égales entre

g i Le systtme a deux
T =

2R

+ ®

Les racines sont imaginaires.
Le systéme n’a pas de solution.

" = —| elles et égales a

]
—‘E.

\
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Rcmarque. — Les nombres &' et «” sont donnés par

@ =a—-R—yRBR —2), 2 =a—R+yRER - ).

Remarque. — A chaque solution du systéme (3) correspondent
deux valeurs de y, de méme valeur absolue et de signes contraires,
c’est-a-dire deux points M symétriques par rapport au diamétre OP,
ou encore deux solutions du probléme.

Conclusions.

Pour que le probléme soit possible, il faut et il suffit que a ne

soit pas inférieur & — 3R ni supérieur 2 %{-

Si 'on a
—3R<<a<R,
le probléme a deux solutions.

Si l'on a

R
R<a<—§w

le probléme a quatre solutions.
Eniin, si I'on a

3R
a = -

2

le prob'¢ne n’a plus que deux solutions.

Les quatre solutions précédentes sont deux 4 deux venues se con-
fondre.

Remarque. — Ce probléme revient a la recherche des points d’inter-
section du cercle O et de la parabole de foyer P et de directrice
AN. 11 est facile de vérifier géométriquement les résultats précédents.
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PROBLEME 1IV.

Résoudre un triangle connaissant un coté a, U'angle opposé A et sa—
chant que la somme
h?* 4+ (b —c)s,
dans laquelle h représente la hauteur relative au coté a, et b et c les
deux autres cotés, est égale @ un carré donné m?.

Les cdtés b et ¢ ne figurant dans les données que par le carré de
' leur différence, nous avons le droit de
supposer b > ¢ et, par suite,

B> C.

Ceci dit, remarquons que si l'on

réussit & déterminer les angles B et C
¢ de facon a satisfaire & I'énoncé du pro-

bldme, on connait, dans le triangle, un
cOté et les deux angles adjacents, et 'on est ramené & un probléme
classique qui est toujours possible et a toujours une solution.

Remarquons encore que la détermination des angles B et C résulte
de celle de la différence B — C. En effet, B + C étant égal &4 = — A,
si 'on connait B — C, on en déduit facilement B et C.

Ce caleul n’est pas toujours possible. Il exige d’abord

car, par hypothese, on doit avoir
’ B>C,
puis
B—-C<B+G(,

pour que la valeur de C soit positive. Ces conditions sont d’ailleurs
suffisantes, puisqu’on obtient alors deux angles B et C, positifs, infé-
rieurs A = et tel§ que l'on ait

A4+B+C=m.

En résumé, nous résoudrons le probléme en calculant B —C et
n’acceptant pour valeurs de cette différence que celles qui satisferont

aux relations

0<B—-C<B+C
eu

(1) 0<B—-C<m—A.
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Des propriétés connues permettent d’écrire

a b ¢ b—c _ b—c
sinA_ sinB snC snB—sinC . . B—GC . A
2 sin «8in =
2 2
d’ol
24 sin —- siné
b— o= 2 2
- sin A

D’autre part, en considérant la surface du triangle, on a

ah = bcsinA,

d’'od
b= besin A ,
a
et comme
at be _ 2be
sintfA _ sinB.sinC  cos(B—C) + cosA’
il vient
A= a [cos (B — C) + cos A]
- 2sinA )
On a donc finalement P’équation
a? 400 . B—-C . A
T — —_— - . 2 2 __
m = e [cos (B — C) + cos A]* + s A SRt —g—sin'y

que Pon met sans difficulté sous la forme
32
cos?(B—C)—2(2—3cosA)cos(B—C)+ (2 —cosA)* — éamT sin*A=0.

Celte équation ne contient qu'une inconnue, cos (B — C). Si I'on ‘
désigne celte inconnue par z, I'équation s’écrit !

4 .
@ @ —2@2— 3cosA)z + (2 — cos A)S — —;n;:sin’A =0.

Le cosinus de I’angle cherché B — C est une racine de ’équation (2);
mais une racine de cette équation n’est pas nécessairement une valeur
acceptable pour ce cosinus, qui doit étre celui d’'un angle satisfaisant
aux relations (1). ’

Or, les relations (1) entrainent

— cus A < cos (B—C) < 1.

Pur conséquent, pour qu'on puisse prendre une racine de I’équa-
tion (1) pour valeur de cos (B — C), il faut que cette racine satisfasse

aux relations
—csA<ax<,
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et Pon est ramené 3 la résolution du systéme
2
) /@) =2 =22~ 3008 A) + @ — cos A — ‘% sin'A =0,
—csA<x< i

Remarquons qu’'a toute solution du systéme (3) correspond un
angle et un seul satisfaisant aux relations (1) et, par suite, une
solution et une seule du probléme.

Résolution du systéme (3).

Calculs préliminaires.
1° Le réalisant de I’équation est
2
p= (2—3cosA)’—(2—cosA)’+%sin’A

ou
p = 4(1 — cos A)[m* + cos A(m* — 2a%)].

4(1 — cos A) étant ﬁositif, p est du signe de

(m* — Qa’)[cosA - -m_’_—%] ’

dans 'hypothése m* — 2a* # 0,
2° La substitution de — cos A donne
f(— cos A) = cos? A+ 2(2 — 3c0sA)cos A + (2 — c0sA)* — ”a_":' sin?A

=4sin’A(l —”l,)

a?
f(— cos A) est du signe de

- (m* — aY).

N . ~+
Si nous comparons — cos A 4 la demi-somme 3 des racines,
nous voyons que l'on a
x + x"
—cosA < ) ’

car l'inéquation
~CsA<2—3cos A
revient
cos A Z &,
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8¢ La substitution de 1 donne

fd)=1 — 2(2 — 3cos A)+(2 — cos A)* — 4—ngin’ A

= g‘—-‘-llfM[a’ — 4m* + (a* + 4m?) cos A].

f(1) est du signe de

Si P'on compare 1 4 la demi-somme des racines, on voit que 'on a
q

x + z"
12 5
silon a
122 —3cosA,
c'est-a-dire \

1
>
oosA<§.

Remarque. — Nous trouvons ainsi pour cos A les valeurs remar-
quables

2 mt — a'zi
m t
- m* — 2a? ’ aa’ §'
m? + 'Z
Classons ces valeurs.
1° On a
]
m m?: — %
Tmi— 2 < ‘_'_a”
si 'on a
m: — a_’
- _ + >0
m* — 2a? m _'_a‘g
ou
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ou enfin
<
m* — 2% 30,

avec correspondance des signes de méme place,

2°0n a
m? >l
Tmr—20<3"
silon a
m? _1_>0
m:— 2 3<
ou
a!
P
m 3 5
mr— 2q2 >
3°0Ona
aﬁ
- mﬂ_..
4>1,
m’+£<3
silona
a!
m— —
4_120 /
m’+a’ 3=
4
ou :
m’—a—‘>0
2 <™

Remarque. — Le nombre cos A, que I'on calcule d’aprs la donnée
A, est toujours compris entre — 1 et + 4. — 1 et + 1 sont done
encore des valeurs remarquables de cos A. Je les compare aux précé-

dentes.

1°0n a
-—m? <
=~
m—n< T i
silona

2 __ 2
m a <
m2 — 22 > "

13
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2°0n a
=™ > _ L
m? - % <
si l'on a
m* — 2at § 0.
3¢ Enfin, on voit sans peine que 'on a toujours
1
mr — ol
< — <+
2 —_—
mt+
Remarque. — Le classement dépend des signes des bin8mes
: 2
m* — %-, m* — a, m? — a3,

11 y a donc quatre cas & examiner selon que m* se trouve dans
Pun ou l'autre des intervalles suivants :

a!

0 3 at 2a? + %, .
Résultats du classement.
m? RESULTATS
0 . at
--1<J b ™
. L @ m: — 2a* 3
- m 4+ —
2 . a?
1<} Y L
3< a* " m? — 2a*
m' + —
al
:
1<1<m’—-—€ | < —ms
3 . u? < m? — 2a?
2a? 4
. . a?
—m < -1 l<m—7;<i
m* — 2a? <3 a
m? + 'Z
+ o
t
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Conclusions relatives & la résolution du systéme (3).

Désignons par o’ et «” (¢ < ") les racines de I’dquation (2), lors-
qu’elles sont réelles, et considérons successivement chacun des cas

qui se présentent.

o N

al
2 iy
I<m<L )

cos A f(—cos A)

1)

fl=

)

CONCLUSIONS

Une racine est comprise entre
—cos Aet1,
L'autre est comprise entre 1
et + cc.
Le systéeme a une seule solution:
z=a.
Une racine est égale a 1. La
demi-somme des racines est
supérieure a 1, car

cosA<%-

L’autre racine est donc supé-|
vieure a 1.

Le systéme a une seule solu-
tion: z = 1.

Les deux racines sont dans celui
des intervalles
—o —cosA +1 +oc
qui contient leur demi-somme.

1
cos A étant inférieur & 3 la

demi-somme est supérieure a 1,
Les deux racines sont supérieures
a 1; le systtme n’a pas de solu-

tion.

Les racines étant imaginaires, le systdme n’a pas de solution,
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7
me= —e
® )
On a .
a!
ml —
4  —-—m 1
a” m*— 2 3
m? + —
4
cos A | p |f(—cosA)|f(A) [f(= o) CONCLUSIONS
-1
Une racine est comprise entre
—cosAetd,
L'autre est comprise eatre 1 et
+ + -1 * |+ oo
Lesystéme a une seule solution :
r=x.

IL.es deux
racines sont
égales entre
elles et égales

i _ _olat.
2 (=0, f)=0
3 Le systtme
a une seule
solution :
x=1.

+1

Les racines étant ima3inaires, le syst:me n’a pas de solution.
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a?

3o 9

<m? <L at.

cos A

o

r(—cosA)|f(1|f(£w) CONCLUSIONS

ol =

ses e v o0 sesse

—m?2

Une racine est comprise entre
— cos A et 1. L'autre est com-
prise entre 1 et +4 oo.

Le systeme a une seule solution:

T =az.

Une racine est égale d 1.
Cos A étant supérieur & %,

la demi-somme des racines est
inférieure 4 1. L'autre racine
est donc inférieure & 1. Elle
est ‘d'ailleurs supérieure 4
— cos A, car il ne peut y avoir
que zéro ou deux racines com-
prises entre — o et — cos A.

Le systéme a deux solutions:

z=2a et x =1.

Les deux racines sont dans celui
des intervalles .

— o —cosA +1 4 »
qui contient leur demi-somme.

Cos A étant supérieur a %, la

demi-somme est inférieure 4 1.

On sait qu'elle est toujours supé-

rieure 4 — cos A. Elle se place

donc dans l'intervalle du milieu.

- Le systtme a deux solations :
r=a, z=u2a.

Les deux racinessont
égales cntre elles.

ml —_— Qaﬂ

+1

seule solution :

p= 0| Le systtme a une
( e=0 =a"

Les racines étant imaginaires, le syst2me n’a pas des,lution.

4o m? = as.
On a
ml

—m=+i et
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Le dernier intervalle du cas précédent disparait. Les autres inter-
valles subsistent; mais il faut remarquer que 'une des racines est
loujours égale & — cos A, car f(~ cos A) = 0. Cette racine n'est pas
une solution du systéme, puisqu’elle ne satisfait pas i I'inéquation

—cos A <.
Comme c’est la plus petite des racines, on a les résultats suivants :
cosA | p |f(—cosA) f(1)|f(xw) CONCLUSIONS
-+ 0 - + Le systéme n’a pas de solution.
[ Bl e Lo systéme a une solution:
5 x=1.
+ 0 + + Lesystéme a une solution: p=x".
S Le systeme n’a pas de solu-
+1 tion ; d’ailleurs cos A ne regoit
(jamais la valeur 1.
8o et m* < 2at.
cos A | g |f(—vcosA)|fd) (o) CONCLUSIONS
—1 . ,
L'une des racines est comprise
entre — 00 et — COS A.
+ - — + L'autre est comprise entre 1 et
+4+ .
Le systéme n’a pas de solution.
a? L'une des racines est com-
m! — — ) .
1 prise entre — 00 et — c0s A..
5 devoeenenn «eeoe]—={ L'autre est égale & 1.
m? + et Le systéme a une solution :
x=1.
L'une des racines est comprise
" |entre — o0 et — cos A.
+ - + + L'autreest compriseentre—COSA
let 1.
Lesystémea une solution: 2=2".
1
—m Cette hypothése ne se présente pas.
m* — 2a*
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On a

p =41 — cos Am? et

Le raisonnement est le méme que celui du cinquidme cas.

cos A | p [f(—cosA)lf(1)|f(% o) CONCLUSIONS
-1
+ - - + Le systéme n'a pas de solution.
i Le systéme a une solution .
g ’ ! ’ x=1.
+ - + + Le systéme a une solution:
z=a".
. +1 ,
e 20 < m* < + o,
Voyez le cinquiéme cas.
cos A P ’/‘(—cosA) fMfi= oo)' CONCLUSIONS
— m?
m* — :yt| Cette hypothése ne se présente pas.
-1
+ - - + Le systéme n’a pas de solution.
m — £ .
4 Le systéme a une so'ution :
. a? ) : N x=1.
m* + —
4
+ - -+ -+ Le systéeme a une solution :
=,
+1
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Conclusions relatives a la résolution du probléme. #

Toute solation du systéme (3) fournissant une solution du probléme,
et une scule, les résultats précédents conduisent aux conclusions

suivantes :

a!
O 0<m’<§0

Le probléme n’est possible que si I'on a

a’
m’—':‘-
— 1 <cos A 5
2
m+4 ’

Il n’a qu’une solution, donnée par £ = a". Lorsque cos A est égal )

a!
m? — 'Z
a e « =1, et le triangle correspondant et isocéle,
2 —
m* + %
car B—C=0
2
Qe 2 <cm<an

2

Le probléme n’est possible que si I'on a

— m3

-1 < cos A < mﬂ'
a?
m? — I

Lorsque cos A est inférieur & =’ il n’a qu'une solution,
m? 4+ —
4
donnée par z = &'.
(I‘l
mt — —

& L .
= il a deux solutions,

Lorsque cos A est égal ou supérieur &
m* + %

données par £ = «’ et £ = &”. Ces deux solutions se confondent

. — m?
quand cos A recoit la valeur o




Remarquons que si

on a

'un des deux triangles correspondants est isoctlc.
3 AL m <+ o,

Le probléme n’est possible que si I'on a

II n’a qu’une solution, donnée par & = «”. Le triangle qui
correspond 4 la valeur

2

m? — 2

4

cos A =

ai

m*+ -

4

est isocdle. -
Remarque. — Les nombres o' et o sont

@ =2—3cos A~ 2/(1 — cos A)[m? + cos A(m* — 2a%)],

o =2 — 3cos A + 2/ {T = cos A)[m* + cos A(m* — 207)].

Lorsqu’on connaitra numériquement lés données du probléme, ces
formules, rendues calculables par logarithmes, permettront le calcul
de la différence B — G; d’vu B et C, etc.
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PROBLEME V

On donne deux azes rectangulaires 0X et OY, un point A (OA = a)
sur OX et un point B (OB = b) sur OY. On trace une circonférence
d~ centre B qui passe par le point A. Cette circonférence coupe la droite

XX’ en un second point A'.

On demande de déterminer sur la circonférence un point M tel que la

somme
MA + MA’ = 2p,

P élant un nombre donné supérieur & a.

Du point M, abaissons MH perpendiculaire sur OX, et désignons

A

ses coordonnées,

par  le nombre algébrique obtenu
en affectant le nombre qui mesure
OH du signe +, si le point H est
sur OX, et du signe —, s’il est sur
0X'. De méme, désignons par y le
nombre qui mesure HM affecté du
signe -+, si le point M est au-dessus
de 0X, et du signe —, dans le cas
X contraire. (Les nombres et  sont

dits les coordonnées du point M.)

Il est évident que la détermination

du point M revient au calcul de

On voit sans peine que pour qu'un point M appartienne 4 la
circonférence, il faut et il suffit que ses coordonnées satisfassent &

I'équation
z*+ (y — b)) =a* + b

que donne la considération du triangle MBK, et qui s’écrit

1) z* + Yyt — 2y — a* = 0.
D’autre part, quelle que soit la position du point M, on a
MA = V' + (¢ — a)} MA' = /y* + (& + a)

La condition
MA+ MA'=2



— 205 —
se traduit donc par I'équation

@) \/?/’-*- (-’E—a;’+\/y’+(w+a)t=9p,

et la résolution du probléme revient a celle du systéme des équations
(1) et (2).

Faisons disparaitre les radicaux de l'équation (2). Pour cela, dispo-
sons les termes convenablement et élevons successivement deux fois
au carré. Nous trouvons I'équation

3) (p* — a*)x* + p*y* — p*(p* — a*) = 0.

Cette équation est équivalente & I'équation (2). En effet, désignons
par u et v les deux radicaux de I'équation (2). L’équation (3) est
équivalente 4 ensemble des équations

+u+v=2,
+u—v=2p,
~—u+v =2,
—u—v=2p

La dcrniére de ces équations n’a pas de racine, car un nombre
négatif ne peut pas étre égald un nombre positif. Les deux précédentes
n’en ont pas non plus, parce que la différence des deux cOtés MA et
MA' du triangle MAA' étant inférieure au troisiéme coté 2a, ne peut
~ pas étre égale & 2p, qui est, par hypothese, supérieur & 2a. Ainsi, les
équations (2) et (3) sont équivalentes, et nous pouvons substituer au
systéme (1), (2), le systéme (1), (3), ou encore le systéme équivalent

at = — y* + 2y + a?, 4
a’y? + 2b(p* — a*)y — (p* — a*)* =0, 8)
que donne I'élimination de x*.

L’équation (3) ne contient que I'inconnue y. Elle détermine cette
inconnue. En portant successivement dans I'équation (4) les valeurs
trouvées, on en déduit a.

On voit immédiatement que les racines de I’équation (8) sont réelles.
L’équation (4) étant du second degré en x, & chacune de ces racines
correspondent pour & deux valeurs réelles ou imaginaires.

On voit, en oatre, que pour que les valeurs de & qui correspon-
dent & une valeur de y, soient réelles, il faut et il suffit que cette
valeur de y satisfasse 4 la relation conditionnelle

¥ — 2by — a* 0.
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Par conséquent, pour résoudre le probléme, il suffira de résoudre le
systéme ‘
(6) aay. + Qb(p‘ - a.)y - (p‘ - a‘).' = 0;
¥ — 2y —a* <0

et de porter ses diverses solutions successivement dans I'équation (4).

Résolution du systéme (6).

- Représentons par Y et Y (Y <Y) les racines de
ay + 2(p* — atly — (p* —a*)* =0
et par i ety (¥ <y') celles de
y—2by —ar=0.
Ces racines sont réelles.
La relation conditionnelle se met sous la forme
¥ —9y—-y)<0.

Elle admet pour solutions tous les nombres de I'intervalle (¥ . ¥).
Les solutions du systéme (6) sont donc les racines de 'équation (8)
qui appartiennent 4 cet intervalle.
Ceci nous conduit & comparer (162) les nombres

Y, Y, v, v.
Calculs préliminaires.
4° Elimination de y? entre
F(y) = a’y* + 2(p* — a?)y — (p* — @),

fly) = y* — 20y —a.
On a

Fy) —anfly) = 2op(y — £ 525 1

T _ Qg2 R
14 T Ay ety

p*— 2a*\  p* — 4p¥a® + b?) + 4da*(a* +b?)
f ( 2b ) = 45 *

2° Comparaison de

Le numérateur de ce résultat peut étre regardé comme une fonc-
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tion du second degré en p*. Cette fonction a ses racines réelles. Si on
les désigne par p* ot p™* (p* < p™),

s L} -
f(p %% ) est du signe de (p* — p"*)(p* — p").
De plus, on a | '
pr— 22y +y
2 < 2

?
si Pon a
P — e + b) Z 0.
Remarquons que 2(a* + 4%) se trouvant étre la demi-somme des
racines p® et p"% se place entre ces racines.

Remarquons encore que a® est inférieur & p3, car le résultat de la
substitution de a® 4 p?* est positif, et évidlemment on a

Classement de Y', Y", Y, ¥".
1o Soit ot < pt<p.
On a
f(l’_'__;b_g_“_’_') >0, P — 2@ + b)) <0,

. PrP—=2ar
Par suite, ———— est inférieur & 3" et & y". Il en résulte

2b

F(y) >~ 0, F@y") >0,
et les racines Y’, Y” se placent toutes deux dans l'un des intervalles
—® y y" + o0,

Comme ¥’ et Y sont négatifs et que y" et Y sont positifs, le seul
classement possible est celui-ci:

y<Y<Y <y
20 Soit

pr<p<p™
Ona

p’—-Q(l’
l(a— )<o.



— 208 —

suite, . o
— a ”
v <Fg <y

Fy) <0, Fy') > 0.

-

lassement est
Y<y<Y<y.

< p <+ 0.

2 _ Qg8
K&§¥Q>O, P> 2a* + b2,
. 2 a’
uite, %% est supérieur 3 ' et & y".
. Tésulte

Fy) <0, Fy) < 0.
lassement est
Y<y<y<Y.
ltats.
al < pi < p’l.
lassement étant
y’<Y’<Y’<_’j"
sme (6) a deux solutions :
y= Y, Y= Y.
<p<p
lassement étant
Yr < :'/ < Yu < ys’
*me (6) a une solution :
Yy = Y'.
PP PP < 4+ o,
lassement étant
Y<y<y<Y,

une n'a pas de solution.

Conclusions.

que le probléme soit possible, il faut que p* ne soit pas supé-
‘s .

-

'3
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Si p* est compris entre a* et p’*, le probléme a quatre solutions.
Si p* est compris entre p" et p™, il en a deux.

Remarque. — Pour terminer celte question, il faudrait examiner
les hypothéses

pr=p* e p=p
calculer ensuite les valeurs remarquables p* et p" et donner les valeurs

de Y et Y ainsi que celles de & correspondantes. Tout ceci noﬂ're
aucane difficulté; nous nous en dispenserons.

Remarque. — Ce probléme revient & I'intersection de la circonfé-
rence B avec l'ellipse dont les foyers sont A et A’ et la longueur du
grand axe 2p.

PROBLEME VI

On donne deux droites rectangulaires X'0X et Y'OY, et deuxpoints A
et A’ sur la. premiére droite, &
M égale distance du point 0.
' Déterminer un point M du
) plan XOY, qui soit d une dis-
tance donnée A de la droite
X'OX et tel que le produit

Y

X A ) H A X MA X MA" = a2,

Soit 0A = O0A' =c.

'd Désignons par x et y les
coordonnées du point M (voir

le probléme précédent). Nous avons les équations

y:i;\,

Vit + @ — o Vit + (@ + o) = ab
qui forment un systéme équivaleni au suivant :

y = + ), (1)
z — 2 — M) X + (M + ) —at = 0. @

La résolution du probléme revient évidemment & celle de ce systéme.
D’ailleurs, & toute racive réelle de I'équation (2) correspondent
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deux valeurs réelles de y fournies par 1’équation (1) et, par suite,
deux solutions du probldme. Ces solutions peuvent étre confondues
si A =0.

La question est donc ramenée & la recherche des racines réelles
de I'équation (2).

sk S AR—

Résolution de Uéquation (2).

Cette équation est bicarrée. Calculons ses trois réalisants et cherchons
leurs signes.

4o p1 = (¢ — )\l)l — (;‘l + C’)’ + a*

‘
= — 40’()\’ — zi;)‘

p1 est du signe de

— (- ﬂ‘_)

RN i)’
90 ps = (7’ + c?)? — at

= [ — (@ + c*)](3* + a* 4- ¢¥)

ps st du signe de |

A —(a® — c¥).
3o ps = €1 — At

= — ()\’ - 0.).
ps est du signe de
— (A — ).

Remarque. — Ces calculs donnent pour A* les trois valeurs remar~
quabl: s
al
1?." a* — c%, ct.

Classons ces valeurs,

4°On a
4

a>l 1)
ZE;G—G.
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car celte inégalité revient &
' (a* — 207 .
4c? > 0. : 1
2° On a . ]
2 :
| ey ]
si fona -
a? — 22 z 0. :
d°0Ona - . %
. at —ct 2 J
si I'on a !
a’ — 2¢* z(). !
Tl résulte de 1A que sil'ona |
arl Zct, .‘

le classement est . |
. , : a
2 0 —— .
a < 1o <et
Sil'on a :
a* > 2¢,
il est

|
!
|
c’<a’—'6’<£—‘;- ' %

Remarque. 2* est un nombre quelconque supérieur ou égal A zéro.
Zéro est donc une nouvelle valear remarquable de 23, .
On a toujours ;
ai

0< e et - 0 -< ¢ty
mais on peut avoir
. <0
a—c{=0
> 0.

~ Conséquence : Différents cas sont & examiner selon la grandeur de
a* par rapport & )

0, c, 203, 4+ .

Résultats. — Pour la commodité de I’exposition, remplacons, dang
Péquation (2), «* par 5 et désignons par « et p (« < B) les racines
de I’équalion oblenue, lorsqu’elles sont réelles.

e Soit ‘ @ = 0. 5’
pL= — A% L’équation (2) a toujours ses racines imaginaires,
14
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excepté lorsque A = 0. Dans cette hypothése, ses quatre racines sont
égales deux 2 deux et égales les unes & + ¢, les autres & — c.

20 Soit i< at <
Mlps| pal| P RESULTATS
0 On a
a>0 et g>0.
L’équation (2) a quatre racines réelles, données par
1+ e=%Va,  @==yp.
at S L’équation (2) a deux racines doubles,
— 2 = | doinées par -
L z rx==x ‘/ o.
ct Les quatre racines sont imaginaires.
+ o
30 Soit at=ct, .
A op | pa | ps RESULTATS
\a=0 L'équation (2) a deux racines nulles et
0 ..{. | deux racines réelles, données par
) e p>0 x==*/B.
On a
>0 et g>0.
+ |+ 1+ L'équation (2) a quatre racines réelles, données par
rx==*xvya, xrx==* \/ B. .
. S L'équation (2) a deux racines doubles,
E. o« = p ‘donuées par _
4 8 rx==x \/ @.
c2 Les quatre racines sont imaginaires.
-+00

- — R e .-.




e S o

-

T N AN e T Ve e

Ll _aluhae 2

- w— Ty

4° Soit

— 23 —

< ar < s,

1- 2

P1

Pa | Ps

RESULTATS

a*—¢Y..

c?

On a )
el et B>0.
L’équation (2) a deux racines imaginaires et deu:.

| racines réelles, données par

JS= = ‘/E.
L'équation (2) a deux racines nulles
et deux racines réelles, données par

a::t‘/E.

a:()
0

On a :

«a>0 et E>0.

L'équation (2) a quatre racines réelles, données par
x=xa, =%y B.

L’équation (2) a deux racines donbles,

a=p données par

.’I:=I\/;.

Les quatre racines sont imaginaires.

8° Soit

a® = 2.

)\2

21

P2 Ps

RESULTATS

Cn a
«<0 et >0

L’équation (2) a deux racines imaginaires et deux

racinés réel.es, données par

x ==+ /B.

—) a« = = 0. Léjuation (2)a quatre racines nulles.

Les quatre racines sont imaginaires,
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6° Soit 2t < a® < + oo,
U I A S © RESULTATS
0 : On a
+ | =]+ a<0 e B>0.
s L'équation (2) a deux racines imaginaires et deux
c racines réelles, données par
+ | =1~ x = *xyp.
at—c? . N <0 L'équation 12)a‘ deux racines imagi-
B = 0 | naires et deux racines nulles.
On a
L B a<0 . B<O.
at Les quatre racines sont imaginaires.
4c*

- Les quatre racines sont imaginaires.

Conclusions.

Toute racine réelle de I'équation (2) fournissant pour le probléme
deux solutions, distinctes si A # 0, confondues si A = 0, nous avons
les résultats suivants : ’ '

? CRU . a=0. . V L

Le probléme n’est possible que si A = 0. 1l a deux solutions, qui
sont les deux points A et A’.

® o 0<a<ec.

Le probléme n’est possible que si A < %:- Il a en général huit
solutions, qui se réduisent 4 quatre, soit lorsque 2 = 0, soit lorsque
A= g;:-' Remarquons que si A =0 avec a = ¢, deux des quatre

points- trouvés se confondent avec le point O; en réalité il n’y a que
trois solutious.

3 ’ ) c<a<cy?2

Le probléme n’est possible que si A < % \d



— U —

~Lorsque A < y/u? — ¢ il a quatre solutions, qui se ré
deux si A = 0.

Lorsque x = ;/ a* — c3, il a six solutions. Deux de ces six
donnent deux points situés sur YOY.
Enfin, lorsque A > y/a® — ¢, il a huit solutions, qui

. a
sent & quatre 8i A = 3"

Y /2 <a< + o

Le probléme n’est possible que si A <ya? —¢*. Il a qu
tions, qui se réduisent 4 deux, soit lorsque A = 0, soi
A=y/a* — ¢ Dans cette derniére hypothése, les deux poin
sont sur YOY.

Remarque. — Lorsque X # 0, les points qui répondent au
sont symétriques deux a deux par rapport & X'0OX.

Si T'on excepte les points qui se trouvent sur YOY, on
encore que les divers points trouvés sont deux i deux sy
par rapport a Y'OY,

Résolution de quelques problémes facil
donnés dans les concours.

I. Probléme. — Etant donnée une demi-circonférence AQ
pose de trouver sur le diamétre AB un point P tel que,
point P on éléve une perpendiculaire sur le diamétre AB, qu:
la circonférence en N, et ensuite que par le point N on
paralléle a AB coupant la circonférence en M, on ait

9AM® + PM® = k3,

k* étant une quantité donnée.
(C.riificat d’aptitude au professorat des Ecoles norma

Désignons lalongueur inconnue

N r3 .
Dans l'équation
2AM’ + PM’ = &
figurent deux autres inconnues .
A P Q B

je les représente par y et 3.
On voit immédiatement que I'évaluation de PM nécessiter
d’une quatriéme inconnue QM ; je P'appelle ¢.
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L’énoncé da probléme et des propriétés géométriques bien connues
nous fournissent les quatre équations . :
2 + 3 =k,
5= 1* + (2R — 2z).
t* = z2R — @),
dans lesquelles , y, 5 et t ne peuvent recevoir que des valeur- réelles et

positives.. Nous devons donc joindre au systéme préeédent les rela-
tions conditionnelles

0 <z < 2R

Si I'on remarque maintenant que le calcul de y, 5 et ¢ n’est pas
demandé et qu’il suffit alors que ce calcul soit possible, on voit,
aprés I'élimination de y, 5 et ¢, que la question est ramenée & cclle
de la résolution du systéme

AR@R — z) + o2R — 7) + (2R — 20)* = kt,

0<z<?9R,
qui s'écrit
F(z) = 382* — 10Rz + 12R* — * = 0,
M :
0 <z<2R.

Résolution du systéeme (1).

Calculs préliminaires. 1° Le réalisant de 1’équation F(x) = 0

_3<k, B uﬂz)_

-F(0) = — (k* — 12RY),
F(2R) = — (k* — 4R?),
F(= ) = + .

3° Ces calculs montrent que les-signes des quantités p, F(0), F(2R)
dépendent de la grandcur de &* par rapport aux valeurs remarquables
' 11Rs

2 2
3 12R3, 4R,
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qui se rangent par ordre de grandeur croissante de la fagon suivante :
2
“3R ’ 4Rs, 12R2,
Remarquons que F(= oo ) est positif. Désignons par 2’ et " (27 <
les racines de I'équation F(z) = 0 quand elles sont réelles et obsert

que la demi-somme de ces racines, étant E%R, est comprise entr

et 2R.
RESULTATS
K p |F(0)|F 2R [F(==o0) SOLUTIONS DU SYSTEME (1)
0
Les racines de I'équation F(x) = 0 étantim
— » » naires, le systdme n'a pas de solution.
f g = 2R
11R cET=g
3 || IR RRALR —( p=0 Le systéme a une solution
o= 5R
=3

Les racines de 'équation F(z) = 0 sont
celui des intervalles

— ® 0 2R "+ ®
+ 4| + + qui contient leur demi-somme.

Cette demi-somme étant comprise entre 0 et
le systéme a deux solutions

=, z = a.

Le systéme a deux solutions
4R* v | s — r=a = _3_' w'=zn=zn‘

Une racine de l'équation F(x) = 0 est com)
+|+] - + entre 0 et 2R ; lautre, entre 2R et + .

Le systéme a une solution

z=a.
Y 2 =0 Le systeme a une solution
12R2 e Ll ERRRRN ERTRR — $”>2R w_—_xr:O'
+1—=1 - + Les deux racines de P'équation F(x) = 0

extérieures a l'intervalle 0 2R.
Le systéme n’a pas de solution.
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Conclusions.

“Toute solution du systtme (1) étant une solution du probléme et

- réciproquement :

Lorsque I’on a
: 11R®
-3 < M < AR,
le probléme admet deux solulions
=, xz=ua",
ui sont égales pour
a o — 11R?

Lorsque I'on a 3
4R* < I* < 12R%,
le probléme admet une solution
xr=a;
p ur toute autre valeur de k* le probléme est impossible.
Observons que
3R — 3k — 11R® aﬂ_mﬂ/m
- 3 ’ - 3 )

II. Probléme. — Chercher les valeurs de x qui saiisfont a linégalité
X 2a 8a2
-— > ~ r .
X—a Xx+4+a~ x*—a
(C:riificat d’aptitude au professorat des Ecoles normales, 1887.)

En faisant passer tous les termes dans le premier membre et réduisant

au méme dénominateur, on obtient I'inéquation équivalente
x? — ax — Ga? 0
«® — at > 0.

La fonction du second degré z* — ax — 6a*, dont le réalisant est
positif, peut se mettre sous la forme d’'un produit de deux facteurs
bindmes du premier degré. Elle s’écrit

(@ + 2a)x — 3a).
Quant & la fonction * — a?, elle est évidemment égale au produit

’

(x + a)(x — a).
On a donc & résoudre I'inéquation
(@ + 2a)(x — 3a)
(x + a)(x — a)
c'est-a-dire & trouver les valeurs de x qui rendent positive la fonction
(x + 2a)(x — 3a
@ = (x =+ a;(a; - a))‘

>0,
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Si nous remarquons maintenant que le signe de f(x) dépend des
signes des binémes
x + 2a x — 3a z+a x — a,
c’est-a-dire de la grandeur de & par rapport aux valeurs remarquables
— 2a + 3a —a + a,
qui se rangent, par ordre de grandeur croissante, de la fagon suivante
— 2a —a +a + 3a
lorsque a est positif, et en ordre inverse quand a est négatif, nous
avons les résultats suivants :
1o a>0.

z |z+2a| z+a|x—a|z—3a| f(x)

— ® Tous les nombres de cet inter-
_ _ _ _ + valle sont des solutions, & l'ex-
ception de —2a, valeur pour
laquelle f(x)=0.

+ _ _ _ Aucun nombre compris entre
—2a et —a n’est solution.

Tous les nombres de cet inter-
valle sont des solutions. Les

+ + - - + valeurs extrémes conviennent,
car alors f(x) =+ oo.
b k7 20 S I — e
Aucun nombre compris entre
, + + + - = | a et +3a n’est solution.
+3a |....... RO P
'll‘ous les nombres de cet inter-
valle sont des solutions, a I'ex-
+ + + =+ + ception de —+ 3a, valeur pour
-+ 00 laquelle f(x)=0.
2° a<0.
z |z—3a|T—a|x+a|xz+2a| fx)
—w Tous les nombres de cet inter-

—_ — —_ — + valle sont des solutions, & I'ex-
ception de —+3a, valeur pour
laquelle f(x)=0.

Aucun nombre compris entre
~+3a et +a n’est solution.

Tous les nombres de cet inter-
+ -+ _ _ + valle sont des solutions. Les

valeurs extrémes conviennent,
car alors /()= oo.

o Aucun nombre compris entre
+ + + —a et —2a n’est solution.

7 T UM R E RN
Tous les nombrles de cet inlter—

valle sont des solutions, & l'ex-
+ + + + + ception de —2a, valer pour
+ o laquelle f(z)=0.
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Conclusion. — Les solutions de I'inéquation sont tous les nombres
extérieurs A I'intervalle (—2a, +3a) et tous les nombres compris dans
intervalle (—a, +a), ainsi que les deux nombres —a et +a.

I1I1. Probléme. — m étant un nombre quelconque positif ou négatif,
chercher, suivant la grandewr de m, le nombre des racines de
Uéquation

f(x) = 3(m + 1)x* — 33m + 2)x + 2(3m + 2) = 0

qui sont comprises entre — 1 et + 1.

(Certificat d’aptitude ayu professorat des Ifeqles normales, 4838.)

Calculs préliminaires. Le réalisant de I'équation est

2 9).
p = 9(m + gxm — 2) ;
(m + %)(m - 2) .

f(== o0) est du signe de

il est du signe de

m + 1.

f(— 1) est du signe de
13
m + "i'g .
f(+1) est positif.
Les valeurs remarquables de m, rangées par ordre de grandeur crois-
sante, sont donc

13 2
—-i, —1—8, -—-§: 2.

Observons que la demi-somme des racines est jm * 2) que I’ (\Q a

\
m+ g \
3m+2> TS 5> 1
2——(m+1)<-—1, sil'on a m_+1<0’ \
enfin que 'on a ’ z
H
3m + 2 5 . mo S
2(m+1)<1’ silona m+1<0'
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Comparaison de — 1 et + 1 aux racines x’ el :

de Uéquation f(x) = 0.

(=)

f—=1)

f+1)

CON

13

18

Wi o

-+ o©

......

.......

.......

[(+)

........

......

Une racine
—1et+1
rieure d .

On a

—-1<.

Une de
Pautre e
prise ent:

Une racine
—1et 4
rieure 4 — 1

On a

< —

On a

—1=a

Les racine
celui des int
— 00
qui contient

Or, on a

m =+ <
5
>0
m+ 1
La demi-s
est comprise
Les deux rac
entre — 1 e
—1i1<x
On a

—i<a’

|
Les racines

=

Les racine
celui des intc
— m g
qui contient

Or, on a

m .
La demi-¢
est donc supe

1<
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tons. — L’intervalle — 1, + 1 comprend une racine si l'on a

ne B
18
% racines si 'on a
’ 13 2
B<"<"3

Wl b

contient aucune lorsque m est supérieur & —

robléme. — Etant donnée une demi-circonfirence décrite sur
e diamétre, on considére une circonférence C, intérieure a la
mférence donnée, tangente a cette demi-circonférence et tangente
re AB; soit M le point de contact avec AB; on demande de déter-
voint M de telle sorte que, si U'on ajoute a la longueur AM le
de la circonférence C, on obtienne une somme égale @ une lon-
nnée a; on désignera par R le rayon de la demi-circonférence

(Certificat d’aptilude au professorat des Ecoles normales, 1889 )

Désignons AM par x et le rayon inconnu
H de la circonférence C par y.
L’énoncé du probléme donne I'équation
z + 2y = a.
La relation géométrique
OM® = OK > OH

. outre, quelle que soit la position du point M par rapport au '
I'équation

o M

(x — R)? = (R — 2y)R.
dme formé par ces deux équations étant équivalent au suivant

_a—zc
¥y= "3

x? — 3Rz + aR = 0,
ans peine que la question revient & la résolution du systéme
F(z) = 2* — 3Rz + aR =0
< z<a.
: prélimingires. 1° Le réalisant de I'équation F(z) = 0 est

9R
F(0) = aR
F(a) = a (a — 2R)
F(ioo): -+ Q0 .,
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3¢ F(0) et F(*o00) sont toujours positifs. Les signes de
dépendent de la grandeur de a par rapport aux valeurs :

. 9R
2R et T’

Observons que 2R est inférieur a -9; Désignons par &' €

les racines de l'équation F(z) = 0 quand elles sont r

. ' . 3R
remarquons que la demi-somme de ces racines est 5

Résullats.

a e | F(0)|F(a) |F(x) SOLUTIONS DU §

0 Une racine del'équation
comprise entre ) et a ;
_ a et + oo,

+ -+ —_ -+ Le systéme a une solu!

x=a'.

Les racines deI'équ
sont
"

=R, a"-
Le systéme a deux s
x=x'=R, x=

2R ool

Les racines de 1'équation
dans celui des intervalles

—o0 0
qui contient leur demi-sor
a étant supérieur & 2|

==y ONn a

v 2
3R

+ + + + 0< 5 <

Les deux racines de I'éqt

sont donc comprises entre
téme a deux solutions

x=x,

p= 0. Le systéme
BA__|...... L3
b B

— » » » Les racines de I'équa
sont imaginaires. Le syst
+® solution.




s. — Pour que le probléme sait possible, il faut et il suffit
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IR
G<T .
on a .
R<a < Q—I":
* 4
a deux solutions
w—;az’, x=x"

) 9R
les pour @ = i

. est inférieur & 2R, il a une solution

=,
‘que’
si— /OR* —4aR oo SR V9R? — 4aR

2 2

FIN
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sciences mathématiques, professeur au lycée Saint-Louis. — Cours de
trigonométrie rectiligne, d I'usage des candidats aux écoles du gou-
vernement et des aspirants au baccalauréat és sciences ¢t au baccalauréat
de 'enseignement spécial. Un vol. in-8°, de 282 pages. . . . . 3fr. »




Librairie NONY et G, rue des Ecoles, 17, & Paris.

FORMULAIRE, a 'usage des aspirants au baccalauréat &s sciences et au bacca-
lauréat de I'enseignement. spécial, des candidats aux écoles du gouverne-
ment et des éleves des écoles normales. — 3¢ édition. Un joli petit volume
de 72 pages, format de poche 22¢m ><12¢m, Broché 4 franc. Cartonné, toile
anglaise . . . . . ... L0000 e oo Afr. 50

GARIEL (C. M.), membre de I’Académie de Médecine, ingénieur en chef des
Ponts et Chaussées, professeur & la Faculté de Médecine et & I'Ecole des
Ponts et Chaussées. Etudes d’optique géométrique. Dioptres, systémes
centrés, lentslles, instruments d’optique. — Un vol. gr. in-8°, avec figures
dans letexte . . . . . . ... ... .00 ... . B8ir. »

Cet ouvrage s'adresse a toutes les personnes qui veulent étre au courant des ques-
tions d’'optique géométrique ; il rendra de réels services aux candidats & la licence
és sciences physiques et & I'agrégation, ainsi qu'aux éléves de la classe de Mathé-
matiques spéciales.

GUIOT (H.), peintre, professeur au lycée et aux écoles normales de Chau-
mont, et¢., et PILLET (J.), professeur & 'école des Beaux-Arts, & D’école
Polytechnique, & 1’école des Ponts et Chaussées, inspecteur de l’ensei-
gnement du dessin, etc. — Le dessin de paysage, étudié¢ d'aprés
nature. Un album gr. in-8° oblong, avec 60 colonnes de texte, 46 figures
théoriques, 80 motifs divers et 18 grandes planches d’ensemble. — 3¢ édi-

R () + N . 3fr. 50
INSTRUCTIONS ET CONSEILS SUR L'’EXECUTION DES KEPURES ET SUR LE LAVIS.
4 édition. In-12, avec 28 figures dans le texte. . . . . . . . 1fr. »

Cette brochure, écrite par une sommité de I'enseignement du dessin, rendra les
plus grands services aux jeunes gens qui apprennent le dessin graphique; elle est
indispensable & ceux qui se destinent aux écoles spéciales.

JAMET (V.), docteur &s sciences mathématiques, professeur au lycée de
Nantes. — Essai d’'une nouvelle Théorie élémentaire des loga-
rithmes (1888). In-8°. . . . . . . . . .« ... ... . 0 fr. 60

JOURNAL DE MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES (13¢ année), publié par H. Vui-
BERT. — In-4°, avec figures et épures dans le texte.

Ce journal parait le 4¢r et le 13 de chaque mois, sauf pendant les mois d’aofit
et de septembre (20 numéros par an).

Les abonnements sont annuels; ils partent du 4¢ octobre et expirent
le 15 juillet.

A quelque époque de I'année que l’on s’abonne, on recoit tous les numéros
parus depuis le 1¢r octobre précédent.

Abonnements : France, 8 fr. Etranger, 6 fr.
LORBER (Th.), professeur au collége Stanislas, officier-interpréte d’état-

major. — Recueil de manuscrits allemaunds, & l'usage des can-
didats & DI'école spéciale militaire de Saint-Cyr. — Un vol. in-12, de
212 pages, élégammentrelié ., . . . . . .. ... . 3fr. »

LORIDAN (Abbé J.), licencié &s sciences, supérieur de I'Institution Saintl-
Jean, 4 Douai. — Problémes de baccalauréat és lettres (MATHE-
" MATIQUES, PHYSIQUE, CHIMIE). — Problémes, solutions, conseils. — Un vol.
in-42, de 244 pages; broché 1 fr. 60; cartonné toile. . . . . 2fr. »
Cet ouvrage n'est pas utile seulement aux candidats au baccalauréat és lettres: il

convient trés bien aux éléves de mathématiques préparatoires, ainsi qu'd ceux de
troisiéme et quatriéme années de I'enseignement spécial.

s e aemine . .. .






